1.6        ΠΑΡΑΓΟΝΤΟΠΟΙΗΣΗ  

               ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ  

                 Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   59 – 62

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Ποιες από τις παρακάτω παραστάσεις είναι γινόμενο παραγόντων 
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Προτεινόμενη λύση 

Γινόμενο είναι οι παραστάσεις   (α) , (γ) , (στ)  και  (ζ) 

2.

Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω ισότητες 
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Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω 

3.

Να επιλέξετε την σωστή απάντηση .

Η παράσταση  3x3 + 3x2 + x + 1  παραγοντοποιείται ως εξής : 

α) 3x2(x + 1)     β) ( x + 3)( 3x2
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Προτεινόμενη λύση 

3x3 + 3x2 + x + 1 = 3x2( x + 1) + ( x+ 1) = (x + 1)( 3x2 +1)  σωστό το (γ) 

4.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ισότητες με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ) αν είναι λανθασμένες. 
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α)   (Σ)                                   

β)    x2
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5.

Αν ισχυριστούμε ότι το εμβαδόν του πράσινου

μέρους είναι  (x
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y)(x + y)  αυτό είναι σωστό
ή λάθος ;  Να αιτιολογήσετε την απάντηση σας . 

Προτεινόμενη λύση 

Το  εμβαδόν του πράσινου μέρους προκύπτει

αν από το εμβαδόν του τετραγώνου πλευράς  x
αφαιρέσουμε το εμβαδόν του τετραγώνου 

πλευράς  y
Επομένως  πράσινη περιοχή  = x2
[image: image44.wmf]-

y2 = (x + y)(x
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y)  άρα ο ισχυρισμός είναι σωστός 

6.

Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω ισότητες 

α)  α3 – 23 = (α
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Φαίνεται παραπάνω 
7. 

Nα χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ισότητες με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α)  x3
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α)  x3
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8.

Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω ισότητες 

α)  x2 + 6x + 9 = (x + 3 )2                β)  4α2 – 4α + 1= (2α
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Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω 

9.

Να επιλέξετε την σωστή απάντηση 

Ο κύκλος εμβαδού  πα2 + 2πα + π  με α > 0  έχει ακτίνα 

α)  α + 2           β)  α2 + 1           γ)  α + 1            δ) π(α + 1) 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν του κυκλικού δίσκου ακτίνας ρ  δίνεται από τον τύπο  Ε = π ρ2  

Η υπόθεση γράφεται   πα2 + 2πα + π = π(α2 + 2α + 1) = 

                                                           = π (α + 1)2 

Άρα   ρ = α + 1.   Σωστό το (γ) 
10. 

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 
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Φαίνεται παραπάνω 
11.

Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω ισότητες 

α)  x2 + ( α + 2) x + 2α = ( x + α)( x + 2) 

β)  x2 + ( 
[image: image84.wmf]2

 + 
[image: image85.wmf]3

)x + 
[image: image86.wmf]6

 = ( x +
[image: image87.wmf]2

)( x + 
[image: image88.wmf]3

) 

Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω
Ασκήσεις 

1. 

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α) 3α + 6β                         β) 2x
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2.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 
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i)  Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 
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ii) Να επιλύσετε τις εξισώσεις  
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Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 
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5.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α) 7α2 + 10αβ + 3β2           β) 5x2 
[image: image258.wmf]-

8xy + 3y2           γ) 3x2 –xy 
[image: image259.wmf]-

2y2  
Προτεινόμενη λύση 

α) 
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α)   Να αναλύσετε  σε γινόμενο παραγόντων την παράσταση  α2β + αβ2 – α – β 

β)   Αν για τους αριθμούς  α, β  ισχύει  α2β + αβ2  = α  +  β ,  να αποδείξετε ότι οι 
      αριθμοί  α  και  β  είναι αντίθετοι  ή  αντίστροφοι. 
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α) 
α2β + αβ2 –α – β = αβ( α + β) – (α + β) = ( α + β)(αβ
[image: image273.wmf]-

1)

β) 
α2β + αβ2  =  α + β    άρα   α2β + αβ2 –α – β = 0  και με βάση το  (α) 

                                           (α + β)(αβ
[image: image274.wmf]-

1) = 0 άρα 

                                           α + β = 0    ή    αβ
[image: image275.wmf]-

1 = 0

                                           α = – β       ή    αβ = 1

                                           α , β  αντίθετοι  ή  αντίστροφοι

7.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α)  2α2 
[image: image276.wmf]-

2α + αβ – β + αx –x              β) 2αβ 
[image: image277.wmf]-

 4β + 5α 
[image: image278.wmf]-

10 + 2αγ 
[image: image279.wmf]-

4γ 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

2α2 
[image: image280.wmf]-

2α + αβ – β + αx – x = 2α(α
[image: image281.wmf]-

1) + β(α
[image: image282.wmf]-

1) + x(α
[image: image283.wmf]-

1) = (α
[image: image284.wmf]-

1)(2α + β + x)            

β) 

2αβ 
[image: image285.wmf]-

 4β + 5α –10 + 2αγ
[image: image286.wmf]-

4γ =2β(α
[image: image287.wmf]-

2) + 5(α
[image: image288.wmf]-

2) + 2γ(α
[image: image289.wmf]-

2) = (α
[image: image290.wmf]-

2)(2β + 5 + 2γ)

8.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α) x2
[image: image291.wmf]-

9                   β) 16x2 – 1                       γ) α2 – 9β2 

δ) α2β2 
[image: image292.wmf]-

4               ε) 36ω2
[image: image293.wmf]-

 (ω + 5) 2         στ) 4(x + 1) 2
[image: image294.wmf]-

9(x 
[image: image295.wmf]-

2)2 

ζ) 
[image: image296.wmf]2

1

x

 
[image: image297.wmf]-

16              η) x2
[image: image298.wmf]-

3                            θ) x2 
[image: image299.wmf]-

2y2 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

x2
[image: image300.wmf]-

9 = x2
[image: image301.wmf]-

32 = (x + 3)(x
[image: image302.wmf]-

3)             
β) 

16x2 – 1 = (4x)2
[image: image303.wmf]-

12= (4x + 1)(4x
[image: image304.wmf]-

1)                               
γ)

α2 – 9β2 = α2 – (3β)2 = (α + 3β)(α
[image: image305.wmf]-

3β)
δ)

α2β2 
[image: image306.wmf]-

 4  = (αβ)2 
[image: image307.wmf]-

22= (αβ + 2)(αβ
[image: image308.wmf]-

2)            
ε) 

36ω2
[image: image309.wmf]-

 (ω + 5) 2  = (6ω)2
[image: image310.wmf]-

 (ω + 5)2 = 

                            = [6ω +  (ω + 5)][6ω
[image: image311.wmf]-

 (ω+5)] = 

                            = (6ω + ω + 5)(6ω
[image: image312.wmf]-

ω
[image: image313.wmf]-

5) =

                            = (7ω +5)(5ω
[image: image314.wmf]-

5) = 

                            = 5(7ω +5)(ω
[image: image315.wmf]-

1) 

στ) 

4(x + 1)2 
[image: image316.wmf]-

9(x 
[image: image317.wmf]-

2)2 = [2(x + 1)]2 
[image: image318.wmf]-

[3(x 
[image: image319.wmf]-

2)]2 =

                                  = [2(x + 1) + 3(x 
[image: image320.wmf]-

2)] [2(x + 1)
[image: image321.wmf]-

3(x 
[image: image322.wmf]-

2)] =

                                  = (2x + 2 + 3x 
[image: image323.wmf]-

6)(2x + 2
[image: image324.wmf]-

3x +6) = 

                                  = ( 5x
[image: image325.wmf]-

4)(8
[image: image326.wmf]-

x) 
ζ)


[image: image327.wmf]2

1

x

 
[image: image328.wmf]-

16 = 
[image: image329.wmf]2

1

x

æö
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[image: image330.wmf]-

 42 = 
[image: image331.wmf]11

44

xx

æöæö

+-
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èøèø

            
η) 

x2
[image: image332.wmf]-

3  =  x2
[image: image333.wmf]-



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf](

)

2

3

=  
[image: image335.wmf](

)

x3

+



 EMBED Equation.3  [image: image336.wmf](

)

x3

-

 
θ)

x2 
[image: image337.wmf]-

2y2  =  x2
[image: image338.wmf]-



 EMBED Equation.3  [image: image339.wmf](

)

2

2y

= 
[image: image340.wmf](

)

x2y

+



 EMBED Equation.3  [image: image341.wmf](

)

x2y

-

 

9.

 Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις 

α) 2x2 – 32    β) 28
[image: image342.wmf]-

7y2        γ) 2x3
[image: image343.wmf]-

2x         δ) 5αx2 – 80α        ε) 2(x
[image: image344.wmf]-

1)2 
[image: image345.wmf]-

8 
Προτεινόμενη λύση 
α) 
2x2 – 32 = 2 (x2 – 16 ) = 2(x + 4)(x – 4)  

β) 
28
[image: image346.wmf]-

7y2 = 7 (4 – x2 ) = 7(2 + y)(2 – y) 

γ)
2x3
[image: image347.wmf]-

2x  = 2x(x2 – 1) = 2x(x + 1)(x–1)
δ)

5αx2 – 80α = 5α(x2 – 16 ) = 5α(x + 4)(x – 4)                   

ε) 

2(x
[image: image348.wmf]-

1)2 
[image: image349.wmf]-

8 = 2[(x – 1)2 – 4] = 2(x–1 + 2)(x–1–2) = 2(x +1)(x–3)  
[image: image1848.emf]y

y

x

x

10.

Στο ορθογώνιο τρίγωνο  ΑΒΓ  να υπολογίσετε 

την πλευρά  γ  όταν 

α)   α = 53 , β = 28      

β)   α = 0 , 37  , β = 0,12    

γ)   α = 26λ , β = 10λ

Προτεινόμενη λύση 

α) 

γ2 =  α2 – β2 = 532–282 = 

                   = (53 +28)(53–28) = 

                   = 81∙25   άρα    γ = 
[image: image350.wmf]25

81

×

 =  9∙5 = 45 

β) 

γ2 =  0,372– 0,122 = (0,37 + 0,12)(0,37– 0,12) = 

                             = 0,49∙0,25    άρα   γ = 
[image: image351.wmf]25

,

0

49

,

0

×

 = 0,7 ∙ 0,5 = 0,35 

γ)

 γ2 = (26λ)2–(10λ)2 = (26λ+ 10λ) (26λ – 10λ) = 

                               = λ( 26 +10)λ(26 – 10) = 

                               = λ236∙16    άρα   γ = 
[image: image352.wmf]2

λ3616

×

= λ ∙ 6 ∙ 4  = 24λ

11.

Να επιλύσετε τις εξισώσεις 

α) x2 – 49 = 0        β) 9x3 – 4x = 0      γ) x(x + 1)2 = 4x       δ) ( x + 2) 3 = x + 2  

Προτεινόμενη λύση 

α) 

x2 – 49 = 0    άρα   (x + 7)(x–7) = 0   

                               x + 7 = 0   ή  x – 7 = 0    
                               x = –7   ή   x = 7 

β) 

9x3 – 4x = 0   άρα     x ( 9x2 – 4) = 0    ή    

                                 x(3x + 2)(3x –2) = 0   

                                 x = 0   ή   3x + 2 = 0  ή   3x – 2 = 0   

                                 x = 0   ή   x = 
[image: image353.wmf]3

2

-

   ή   x = 
[image: image354.wmf]3

2

   

γ) 

x(x + 1)2 = 4x  άρα     x(x + 1)2 – 4x = 0    

                                    x [( x +1) 2–4] = 0  

                                    x(x + 1+ 2)(x + 1 – 2) = 0  

                                    x (x + 3)( x – 1) = 0 

                                    x = 0  ή   x + 3 = 0   ή   x – 1 = 0  

                                    x = 0   ή   x = –3   ή   x = 1

δ) 

(x + 2)3 = x + 2  άρα   (x + 2)3 – ( x + 2) = 0   

                                    (x + 2)[( x + 2) 2–1] = 0      
                                    (x + 2)( x + 2 + 1)( x + 2 –1) = 0      

                                    x + 2  = 0   ή   x + 3 = 0   ή   x + 1 = 0   

                                    x = –2   ή   x = –3   ή    x = –1 

12.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις
α) x3 – 27     β) y3 + 8        γ) ω3 + 64       δ) 8x3 
[image: image355.wmf]-

1      ε)  27y3 + 1  
Προτεινόμενη λύση 

α) 
x3 – 27 =  x3 – 33 = ( x–3)(x2 + 3x + 32) =  ( x–3)(x2 + 3x + 9)          

β) 
y3  +  8 =  y3 + 23 = (y +2)(y2 – 2y + 22) = (y +2)(y2 – 2y + 4)          

γ) 
ω3 + 64  = ω3 + 43 = (ω + 4)(ω2– 4ω +  42) = (ω + 4)(ω2 – 4ω + 16)      

δ) 
8x3 
[image: image356.wmf]-

1 = (2x)3 –13 = (2x –1)[(2x)2 + 2x∙1 + 12] = (2x – 1)(4x2 + 2x + 1)

ε)  
27y3 + 1  = (3y)3 + 13 = ( 3y +1)[(3y)2 –3y∙1 + 12] ( 3y +1)(9y2 – 3y + 1)          
13.
Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις
α) 3x3 – 24           β) 16α 4 + 2α         γ)  
[image: image357.wmf]4

3

πR3 
[image: image358.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image359.wmf]4

3

πρ3         δ) α4 β + αβ4
Προτεινόμενη λύση 

α) 

3x3 – 24 = 3(x3 – 8) = 3(x3 – 23 ) = 3(x – 2)(x2 + 2x + 22) =  3(x–2)(x2 + 2x + 4)                      

β) 

16α 4 + 2α = 2α(8α3 + 1) = 2α [(2α)3 + 13] = 

                                        = 2α(2α +1)[(2α)2 – 2α∙1 + 12] =

                                        = 2α(2α +1)(4α2 – 2α + 1)

γ)  


[image: image360.wmf]4

3

πR3 
[image: image361.wmf]-



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image362.wmf]4

3

πρ3 =
[image: image363.wmf]4

3

π(R3–ρ3)  = 
[image: image364.wmf]4

3

π(R – ρ) (R2 + R ρ + ρ2)  

δ) 

α4 β + αβ4 = αβ(α3 + β3) = αβ(α + β)(α2 – αβ + β2)  
14. 

Να συμπληρώσετε τις ισότητες 

α) x3 
[image: image365.wmf]-

 27= (x
[image: image366.wmf]-

3)(x2+ 3x + 9)                β) 8x3+ y3 = (2x + y)( 4x2 
[image: image367.wmf]-

 2xy + y2) 

γ) α3 
[image: image368.wmf]-

 8β3= (α
[image: image369.wmf]-

2β) (α2 + 2αβ + 4β2)      δ) α3 + 125β3 = (α + 5β) (α2
[image: image370.wmf]-

5αβ + 25β2) 

Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω 
15.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις
α) x2 
[image: image371.wmf]-

2x + 1       β)   y2 + 4y + 4         γ) ω2 
[image: image372.wmf]-

6ω + 9         δ) α2 + 10α  + 25  

ε) 1
[image: image373.wmf]-

4β + 4β2     στ) 9x4 + 6x2 + 1       ζ) 4y2 
[image: image374.wmf]-

12 y  + 9     η) 16x2 + 8xy + y2 

θ) 25α2 – 10αβ + β2    ι) (α + β)2 
[image: image375.wmf]-

2(α + β) + 1    κ) 
[image: image376.wmf]2

y

9



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image377.wmf]-

2y + 9    λ) x2 + x + 
[image: image378.wmf]1

4

   
Προτεινόμενη λύση 

α) 
x2 
[image: image379.wmf]-

2x + 1 = (x – 1)2                   
β)   
y2 + 4y + 4 = (y + 2)2      
γ) 
ω2 
[image: image380.wmf]-

6ω + 9 = (ω – 3)2                 
δ)
α2 + 10α  + 25 = (α + 5)2 
ε) 
1
[image: image381.wmf]-

4β + 4β2 = (1 – 2β)2                
στ) 9x4 + 6x2 + 1 = (3x2 + 1)2       

ζ) 
4y2 
[image: image382.wmf]-

12 y  + 9 = (2y – 3)2            
η) 
16x2 + 8xy + y2 = (4x + y) 2 
θ) 
25α2 – 10αβ + β2 = (5α – β)2       
ι) 
(α + β)2
[image: image383.wmf]-

2(α + β) + 1= [(α + β) –1]2 = (α + β – 1)2    

κ) 

[image: image384.wmf]2

y

9



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image385.wmf]-

2y + 9  = 
[image: image386.wmf]2

y

3

3

æö

-

ç÷

èø

            
λ) 
x2 + x + 
[image: image387.wmf]1

4

 = 
[image: image388.wmf]2

1

x

2

æö

+

ç÷

èø

  
16.

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις
α) 3x2 + 24 x + 48   β) 
[image: image389.wmf]-

y2 + 4y 
[image: image390.wmf]-

4    γ) 2α2 
[image: image391.wmf]-

8αβ + 8β2    δ)  4α3 + 12α2 + 9α  

Προτεινόμενη λύση 

α) 
3x2 + 24 x + 48 = 3(x2 + 8x + 16) = 3( x + 4)2 

β) 

[image: image392.wmf]-

y2 + 4y 
[image: image393.wmf]-

4 = – ( y2 – 4y + 4) = – (y – 2)2     
γ) 
2α2 
[image: image394.wmf]-

8αβ + 8β2 = 2(α2 – 4αβ + 4β2) = 2(α – 2β)2    

δ)  

4α3 + 12α2 + 9α = α (4α2 + 12α + 9 ) = α(2α + 3)2  
17. 

[image: image1849.emf]Γ

Β

Α

β

γ

α

α)  Να βρείτε ένα πολυώνυμο που να 

     εκφράζει το εμβαδόν του διπλανού 

     σχήματος 

β)  Να βρείτε την πλευρά ενός τετραγώνου 

     που έχει εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν 

     του διπλανού σχήματος. 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Το διπλανό σχήμα αποτελείται από το ανοιχτό

καφέ τετράγωνο πλευράς  x,  το πορτοκαλί ορθογώνιο διαστάσεων 2x  και  y  και το κίτρινο τετράγωνο πλευρά  y. 
Επομένως το εμβαδόν του  Ε  είναι   Ε = x2 + 2xy + y2 
β)

Επειδή  x2 + 2xy + y2 = ( x + y) 2,  το ζητούμενο τετράγωνο έχει πλευρά  x + y
[image: image1850.emf]y

y

2x

x

x

18.

Να βρείτε την πλευρά ενός τετραγώνου που 

έχει εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του διπλανού 

τετραπλεύρου  ΑΒΓΔ. 

Προτεινόμενη λύση 

Το εμβαδόν  Ε του διπλανού σχήματος είναι 
Ε = (ΔΓΕ) + ( ΔΑΕ) + (ΓΑΒ) = 

   = 
[image: image395.wmf]1x

2

×

 +
[image: image396.wmf]xx

2

×

 + 
[image: image397.wmf](x1)(x2)

2

+×+

 = 

   = 
[image: image398.wmf]22

x + x+ x+ 2x + x + 2

2

 = 
[image: image399.wmf]2

2x+ 4x + 2

2

 =  x2 + 2x + 1= ( x + 1) 2 
Άρα το ζητούμενο τετράγωνο έχει πλευρά   x + 1.
19.

Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα 

α) x2 + 3x + 2        β) y2
[image: image400.wmf]-

 4y + 3            γ) ω2 + 5ω + 6             δ) α2 + 6α  + 5 

ε) x2
[image: image401.wmf]-

7x + 12      στ) y2
[image: image402.wmf]-

y
[image: image403.wmf]-

12              ζ) ω2
[image: image404.wmf]-

9ω + 18            η) α2 + 3α 
[image: image405.wmf]-

10  

Προτεινόμενη λύση 

α) 
x2 + 3x + 2 = (x+ 1)(x + 2)                         
β)  
y2
[image: image406.wmf]-

 4y + 3 = (y – 1)(y – 3)         
γ)

ω2 + 5ω + 6 = (ω + 2)(ω + 3)                       

δ) 

α2 + 6α  + 5 = (α + 1)( α + 5)  
ε) 
x2
[image: image407.wmf]-

7x + 12 = (x – 3)(x – 4)                             
στ) 
y2
[image: image408.wmf]-

y
[image: image409.wmf]-

12 = (y – 4)( y + 3) 

ζ) 

ω2
[image: image410.wmf]-

9ω + 18 = (ω – 3)(ω – 6)                           

η) 

α2 + 3α 
[image: image411.wmf]-

10 = (α + 5)( α –2)   
20.

Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα 

α) x2 + 
[image: image412.wmf](

)

23

+

x + 2
[image: image413.wmf]3

       β) x2 + (2α + 3β)x + 6αβ    γ) x2 + 
[image: image414.wmf](

)

32

-

x 
[image: image415.wmf]-

 3
[image: image416.wmf]2

   
Προτεινόμενη λύση 

α) 

x2 + 
[image: image417.wmf](

)

23

+

x + 2
[image: image418.wmf]3

  = ( x + 2) 
[image: image419.wmf](

)

x3

+

      
β) 

x2 + (2α + 3β)x + 6αβ  =  (x + 2α)(x + 3β) 
γ) 

x2 + 
[image: image420.wmf](

)

32

-

x 
[image: image421.wmf]-

 3
[image: image422.wmf]2

 =  (x + 3) 
[image: image423.wmf](

)

x2

-


21. 

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις        
α) 2ω2 + 10ω + 8              β) 3α2
[image: image424.wmf]-

12α
[image: image425.wmf]-

15        γ) αx2
[image: image426.wmf]-

7αx + 6α 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

2ω2 + 10ω + 8 = 2(ω2 + 5ω + 4) = 2(ω + 1 )(ω + 4)             
β) 

3α2
[image: image427.wmf]-

12α
[image: image428.wmf]-

15 = 3( α2 – 4α – 5) = 3(α–5)(α + 1)       
γ) 

αx2
[image: image429.wmf]-

7αx + 6α = α(x2 –7x + 6) = α(x – 1)(x – 6)

22. 

Να υπολογίσετε τις αριθμητικές παραστάσεις χωρίς να χρησιμοποιήσετε υπολογιστή τσέπης. 

α) 1453(1821 
[image: image430.wmf]-

1453(821        β) 8012 + 199(801                γ) 9982
[image: image431.wmf]-

4

δ) 999(1001 + 1                       ε) 9992 + 2(999  + 1            στ) 972 + 6(97 + 9 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

1453(1821 
[image: image432.wmf]-

1453(821 = 1453(1821 – 821) = 1453 ∙ 1000 = 1453000       
β) 

8012 + 199 ( 801 =  801(801 + 199)  =  801∙1000  =  801000 

γ) 

9982
[image: image433.wmf]-

 4 = (998 + 2)(998 – 2) = 996 ∙1000 =  996000

δ) 

999(1001 + 1 = ( 1000 –1)( 1000 + 1) + 1= 10002 – 1 + 1 = 10002 = 1000000                    
ε) 

9992 + 2(999  + 1   = ( 999 + 1)2 = 10002  = 1000000                              

στ) 

972 + 6(97 + 9 = (997 + 3) 2 = 10002 = 1000000                              

23. 

Να παραγοντοποιήσετε τις παραστάσεις        
α) x2y2 
[image: image434.wmf]-

4y2
[image: image435.wmf]-

x2 + 4     β) x4
[image: image436.wmf]-

1 + x3 
[image: image437.wmf]-

x              γ) x3( x2
[image: image438.wmf]-

1) + 1
[image: image439.wmf]-

x2

δ) (x2 + 9) 2
[image: image440.wmf]-

36x2         ε) α2
[image: image441.wmf]-

2αβ + β2 – α + β  στ) x2
[image: image442.wmf]-

2xy + y2 – ω2 

ζ) 1
[image: image443.wmf]-

α2 + 2αβ 
[image: image444.wmf]-

 β2      η) y2
[image: image445.wmf]-

x2
[image: image446.wmf]-

10y + 25         θ)2(x
[image: image447.wmf]-

1)(x2
[image: image448.wmf]-

4)
[image: image449.wmf]-

5(x
[image: image450.wmf]-

1)(x
[image: image451.wmf]-

2)2 

ι) (y2
[image: image452.wmf]-

4)2 – ( y + 2)2   ια) (α2 + β2 –γ2)2
[image: image453.wmf]-

4α2β2   ιβ) (x2 + 9) (α2 + 4) – (αx + 6)2 

Προτεινόμενη λύση
α) 
x2y2 
[image: image454.wmf]-

4y2
[image: image455.wmf]-

x2 + 4  =  y2(x2 – 4) – ( x2– 4) = 

                               = (x2–4)  (y2–1) = 

                               = (x + 2)(x – 2)(y + 1)(y – 1)

β)

x4
[image: image456.wmf]-

1 + x3 
[image: image457.wmf]-

x  = x3( x + 1) 
[image: image458.wmf]-

 (x + 1) = 

                        = (x +1)( x3
[image: image459.wmf]-

1) = 

                        = ( x + 1)( x
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24. 

Ενός ορθογωνίου οι διαστάσεις  x , y  
μειώθηκαν , επειδή έπρεπε να αυξηθεί 
το πλάτος των διπλανών δρόμων. 
Αν το εμβαδόν του οικοπέδου που 
απέμεινε είναι  xy – x –2y + 2  να βρείτε 
ποια θα μπορούσε να είναι η μείωση κάθε 
διάστασης. 
Προτεινόμενη λύση
xy – x –2y + 2  =  x(y
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Άρα η διάσταση αρχικού μήκους  x  έγινε  x
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ενώ η διάσταση αρχικού μήκους  y  έγινε  y
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1.7        ΔΙΑΙΡΕΣΗ ΠΟΛΥΩΝΥΜΩΝ
                 Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   66 – 67

Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 

Να επιλέξετε την σωστή απάντηση 

i)    Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  με το  4x + 7 είναι πολυώνυμο

       α) 1ου βαθμού            β) 2ου βαθμού          γ) 3ου βαθμού         δ) σταθερό 

ii)   Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου  με το  x2
[image: image554.wmf]-

 4x + 9   δεν μπορεί να
       είναι   α) 5            β) 3x
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2          γ) x2 + 3         δ) 4x  

iii)  Αν ένα πολυώνυμο  Ρ(x)  διαιρούμενο με το  2x2 + x + 5  δίνει πηλίκο  x4 + x
[image: image556.wmf]-

2
       τότε ο βαθμός του  Ρ(x)  είναι 

       α) 4            β) 6             γ) 8             δ) οποιοσδήποτε φυσικός αριθμός 

Προτεινόμενη λύση 

i)    Σταθερό   άρα σωστό το  (δ)

ii)   x2 + 3     άρα σωστό το  (γ)   
iii)  6           άρα σωστό το  (β)  

2.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα 

	Βαθμός  διαιρετέου 
	Βαθμός διαιρέτη
	Βαθμός πηλίκου 

	8
	3
	5

	7
	5
	2

	9
	6
	3


Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραοάνω
3.

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω προτάσεις με  (Σ) αν είναι σωστές και με  (Λ)  αν

είναι λανθασμένες. 

Προτεινόμενη λύση 
α)  Το πηλίκο της διαίρεσης του (2x +1)(x + 3) με το 2x +1 είναι x + 3            (Σ)                                                      
β)  Το υπόλοιπο της διαίρεσης ενός πολυωνύμου με το x + 6 είναι το x2 + 2    (Λ)                                             
γ)   Αν διαιρέσουμε ένα πολυώνυμο 6ου  βαθμού με ένα πολυώνυμο 

      2ου βαθμού τότε το πηλίκο είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού                             (Λ)                                                
δ)  Το  x
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4  είναι παράγοντας του  x2 
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16                                                        (Σ)
ε)   Το πηλίκο της διαίρεσης (x3 +1) : (x +1)  είναι το  x2 –x + 1                       (Σ)                                
Για το  δ) ισχύει x2
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16 = (x
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4)(x + 4)   και για το ε)  x3 + 1= (x + 1)(x2
[image: image561.wmf]-

x + 1)

Ασκήσεις 

1. 

Να κάνετε τις διαιρέσεις και να γράψετε την ταυτότητα της διαίρεσης 

α)  (2x3 + x2 – 3x + 6) : (x + 2)                   β) (6x3 
[image: image562.wmf]-

 x2 – 10x + 5) : (3x +1)   
γ)  (6x4 
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 x2 + 2x 
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 7) : (x 
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1)                 δ) (4x3 + 5x 
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8 ) : (2x 
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1)  
ε)  (x5 
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x4 + 3x2 + 2) : (x2
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x + 2)            στ) (9x4 – x2 + 2x 
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1 ) : (3x2
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x +1) 
ζ)  (8x4 
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 6x2  
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 9) : (2x2 
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3)                   η) (3x5 
[image: image575.wmf]-

2x3  
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4 ) : (3x2 
[image: image577.wmf]-

1)    
Προτεινόμενη λύση      

α)                                                                       

	 2x3 + x2 – 3x + 6

[image: image578.wmf]-

2x3 
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4x2
	x + 2

	         
[image: image580.wmf]-

3x2 – 3x + 6
          3x2 + 6x  
	2x2
[image: image581.wmf]-

3x+ 3

	                  3x  + 6

                  
[image: image582.wmf]-

3x
[image: image583.wmf]-
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Ταυτότητα διαίρεσης : 2x3 + x2 – 3x + 6 = (x + 2)(2x2
[image: image584.wmf]-

3x+ 3)
β)

	6x3 
[image: image585.wmf]-

 x2 – 10x + 5

-6x3
[image: image586.wmf]-

2x2
	3x + 1

	         
[image: image587.wmf]-

3x2 – 10x + 5
          3x2 + x  
	2x2
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x 
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 3
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9x  + 5
                     9x + 3
	

	                           8
	


Ταυτότητα διαίρεσης :  6x3 
[image: image591.wmf]-

 x2 – 10x + 5= (3x + 1)(2x2
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x 
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 3) + 8
γ)  

	6x4           
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 x2 + 2x 
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 7
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6x4 + 6x3
	x 
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1

	           6x3     
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 x2  + 2x 
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7
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6x3 + 6x2  
	6x3 + 6x2+ 5x+7

	                    5x2  + 2x 
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7
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5x2 + 5x
	

	                            7x
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7

                              
[image: image604.wmf]-

7x+7
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Ταυτότητα διαίρεσης : 6x4
[image: image605.wmf]-

x2 + 2x
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7= (x 
[image: image607.wmf]-

1)( 6x3 + 6x2+ 5x+7)
δ)

	   4x3             + 5x – 8

[image: image608.wmf]-

4x3 + 2x2
	2x–1

	            2x2  + 5x– 8
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2x2 + x  
	2x2 + x+ 3

	                      6x  
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5
	


Ταυτότητα διαίρεσης :   4x3 + 5x – 8= (2x 
[image: image613.wmf]-

1)(2x2 + x+ 3)
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5

ε)

	   x5 
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x4             + 3x2 + 2
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x5  + x4
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	x2
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x + 2
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                  2x3 
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2x2 +  4x  
	x3
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2x + 1

	                           x2  + 4x + 2
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x2 + x
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Ταυτότητα διαίρεσης :   x5 
[image: image624.wmf]-

x4 + 3x2 + 2= (x2
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x + 2)(x3
[image: image626.wmf]-

2x + 1) + 5x
στ) 

	   9x4                  – x2 + 2x 
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1
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9x4  + 3x3
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3x2
	3x2
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x +1

	             3x3 
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4x2 + 2x
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3x3 + x2 
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  x  
	3x2 + x 
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 1
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3x2  + x 
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 1

                      3x2 
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 x + 1
	

	                                  0
	


Ταυτότητα διαίρεσης :   9x4 – x2 + 2x 
[image: image639.wmf]-

1= (3x2
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x +1)(3x2 + x 
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 1)
ζ)

	8x4 
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 6x2  
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 9


[image: image644.wmf]-

8x4 +12x2
	2x2 
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3

	          6x2 – 9
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6x2 + 9
	4x2+ 3
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Ταυτότητα διαίρεσης :   8x4
[image: image647.wmf]-

 6x2 
[image: image648.wmf]-

 9= (2x2
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3)(4x2+ 3)
η) 

	   3x5 
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2x3  
[image: image651.wmf]-

4
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Ταυτότητα διαίρεσης :   3x5
[image: image661.wmf]-
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2.

Να συμπληρώσετε τα κενά ώστε να είναι οι διαιρέσεις σωστές 

                              α)                                                                 β)
	   6x2  + 22x + 12

[image: image665.wmf]-

6x2 
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 4x
	3x + 2

	
	2x + 6

	         18x  + 12
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18x 
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12
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	   2x3 + 10x2 + 2x + 20
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2x3
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6x2 
	x + 3

	
	2x2 + 4x
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10

	            4x2  + 2x + 20
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12x
	

	                
[image: image674.wmf]-
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Προτεινόμενη λύση      

Φαίνεται παραπάνω 
3.

Ποιο πολυώνυμο διαιρούμενο με το  x2
[image: image675.wmf]-

x + 1  δίνει πηλίκο 2x + 3 και υπόλοιπο 

3x + 2 
Προτεινόμενη λύση      

Αν  Ρ(x)  είναι το ζητούμενο πολυώνυμο, τότε με βάση την ταυτότητα της διαίρεσης 
αυτό είναι ίσο με   Ρ(x) = (x2
[image: image676.wmf]-

x + 1)(2x + 3) + 3x + 2 =
                                      = 2x3 + 3x2
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2x2
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3x + 2x + 3 + 3x + 2 = 

                                      = 2x3 + x2+ 2x +5  

4.
Να αποδείξετε ότι το πολυώνυμο  Q(x)  είναι διαιρέτης του  Ρ(x) όταν 
α)  Ρ(x) = 6x3 – 7x2 + 9x 
[image: image679.wmf]-

18        και    Q(x) = 2x
[image: image680.wmf]-

3 
β)  Ρ(x) = 2x4 – x2 + 5x 
[image: image681.wmf]-

3            και    Q(x) = x2 + x
[image: image682.wmf]-

1
Προτεινόμενη λύση      

α) 

Εκτελούμε την διαίρεση  Ρ(x) : Q(x)
	   6x3  – 7x2 + 9x 
[image: image683.wmf]-
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	2x
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3

	             2x2 + 9x
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	                     12 x 
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Αφού η διαίρεση είναι τέλεια το  πολυώνυμο  Q(x)  είναι διαιρέτης του  Ρ(x).
β) 

	   2x4             – x2 + 5x 
[image: image690.wmf]-

3
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2x3+ 2x2
	x2 + x
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              2x3 + 2x2
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2x  
	3x2 + x + 6

	                      3x2  + 3x
[image: image697.wmf]-

 3

                   
[image: image698.wmf]-

3x2 
[image: image699.wmf]-

3x + 3 
	

	                                  0
	


Αφού η διαίρεση είναι τέλεια το το πολυώνυμο  Q(x)  είναι διαιρέτης του  Ρ(x).
5.

α)  Να κάνετε την διαίρεση   (x4
[image: image700.wmf]-

2x3 
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8x2 + 18x 
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9) : (x2
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9)

β)  Να παραγοντοποιήσετε το πολυώνυμο   x4
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2x3 
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8x2 + 18x 
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9 
Προτεινόμενη λύση    
α)  

	   x4
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x4           + 9x2
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18x  
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β) 

Από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε ότι 

x4
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2x3 
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9 = ( x2
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9)( x2 
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2x + 1) = ( x
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6.

α)  Να αποδείξετε ότι το  x + 1  είναι παράγοντας του πολυωνύμου  

      x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1

β)  Να παραγοντοποιήσετε το πολυώνυμο  x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1

Προτεινόμενη λύση
α) 

Εκτελούμε την διαίρεση (x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1) : (x + 1) 

	   x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1

[image: image725.wmf]-

x4 
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	           3x3   + 6 x2  + 4x +1
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	                    3x2  + 4x +1
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x
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Αφού η διαίρεση είναι τέλεια, το πολυώνυμο  x +1 είναι παράγοντας του
x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1

β) 

από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε ότι 

x4 + 4x3 + 6x2 + 4x + 1= (x +1)( x3 + 3x2+ 3x+1) = (x + 1)( x + 1)3= (x+1)4
7.

Ένας μαθητής ήθελε να παραγοντοποιήσει την παράσταση α3 + β3 και θυμήθηκε ότι αναλύεται σε γινόμενο παραγόντων από τους οποίους ο ένας είναι ο  α + β. Επειδή

είχε ξεχάσει τον άλλο παράγοντα πως θα μπορούσε να τον βρει ; 

Προτεινόμενη λύση
Εκτελούμε την διαίρεση  (α3 + β3): (α + β)  θεωρώντας μεταβλητή το  α 

	   α3            + β3 

[image: image733.wmf]-

α3 
[image: image734.wmf]-

α2β         
	α + β

	       
[image: image735.wmf]-

α2β          + β3 
          α2β  + αβ2  
	α2 
[image: image736.wmf]-

αβ + β2

	                    αβ2 + β3
                  
[image: image737.wmf]-

αβ2
[image: image738.wmf]-

β3 
	

	                                  0
	


Από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε ότι α3 + β3 = (α + β)( α2 
[image: image739.wmf]-

αβ + β2).

Άρα ο άλλος παράγοντας είναι ο  α2 
[image: image740.wmf]-

αβ + β2   
8.

Δίνεται το πολυώνυμο  Ρ(x) = (x3 + 2)(x2
[image: image741.wmf]-

5) + 4x2 
[image: image742.wmf]-

6x + 7.  Να βρείτε το πηλίκο και το υπόλοιπο της διαίρεσης 

α) Ρ(x) : ( x3 + 2)                β) P(x) : ( x2 
[image: image743.wmf]-

 5) 
Προτεινόμενη λύση
α) 

Αφού   Ρ(x) = (x3 + 2)(x2
[image: image744.wmf]-

5) + 4x2
[image: image745.wmf]-

6x + 7 

η διαίρεση   Ρ(x) : ( x3 + 2)   δίνει 

πηλίκο π(x) = x2
[image: image746.wmf]-

5  και υπόλοιπο υ(x) = 4x2 
[image: image747.wmf]-

6x + 7 
β) 

Τώρα δεν μπορούμε να ισχυριστούμε το ίδιο διότι ο βαθμός του  4x2 
[image: image748.wmf]-

6x + 7 

είναι ίδιος με τον βαθμό του  x2
[image: image749.wmf]-

5  και επομένως δεν μπορεί να είναι υπόλοιπο διαίρεσης με διαιρέτη το  x2
[image: image750.wmf]-

5.  

	   4x2  
[image: image751.wmf]-

 6x + 7      

[image: image752.wmf]-

4x2        + 20   
	x2 
[image: image753.wmf]-

 5

	       
[image: image754.wmf]-

6x   + 27 
          
	4


Εκτελούμε τη διαίρεση 
Άρα    4x2  
[image: image755.wmf]-

6x + 7 = 4(x2 
[image: image756.wmf]-

 5) 
[image: image757.wmf]-

6x + 27 

Το  Ρ(x)  γίνεται   Ρ(x) = (x3 + 2)(x2
[image: image758.wmf]-

5) + 4(x2 
[image: image759.wmf]-

 5)
[image: image760.wmf]-

6x + 27 = 

                                     = (x2
[image: image761.wmf]-

5)( x3 + 2 + 4) 
[image: image762.wmf]-

6x  + 27 =

                                     = (x2
[image: image763.wmf]-

5)( x3 + 6 )
[image: image764.wmf]-

6x   + 27
Συνεπώς το πηλίκο της διαίρεσης  P(x) : ( x2 
[image: image765.wmf]-

 5) είναι  π(x) = x3+ 6 και το υπόλοιπο  υ(x) = 
[image: image766.wmf]-

6x + 27.

Παρατήρηση : Θα μπορούσαμε να προσδιορίσουμε το Ρ(x) από την δοσμένη σχέση και να εκτελέσουμε την διαίρεση P(x) : ( x2 
[image: image767.wmf]-

 5)
9.

Να κάνετε την διαίρεση  (6x3 + α) : (x
[image: image768.wmf]-

1)  και να βρείτε την τιμή του α για την οποία

είναι τέλεια. 

Προτεινόμενη λύση
	   6x3               + α 

[image: image769.wmf]-

6x3 + 6x2         
	x
[image: image770.wmf]-

1

	            6x2        + α
         
[image: image771.wmf]-

6x2 + 6x 
	6x2 + 6x + 6

	                    6x + α
                 
[image: image772.wmf]-

6x + 6
	

	                      α + 6
	


Για να είναι η διαίρεση τέλεια πρέπει  α + 6 = 0   άρα   α =
[image: image773.wmf]-

6 

10.

Αν ένας παράγοντας του πολυωνύμου  2x3 –x2 
[image: image774.wmf]-

4x + 3  είναι ο  (x
[image: image775.wmf]-

1)2,   να βρείτε τον άλλο παράγοντα. 

Προτεινόμενη λύση
Φέρνουμε το πολυώνυμο  (x
[image: image776.wmf]-

1)2  στην τελική μορφή :   (x
[image: image777.wmf]-

1)2 = x2
[image: image778.wmf]-

2x + 1 
Εκτελούμε την διαίρεση   (2x3 – x2 
[image: image779.wmf]-

4x + 3  ) : (x2
[image: image780.wmf]-

2x + 1)
	   2x3 –x2 
[image: image781.wmf]-

4x + 3  

[image: image782.wmf]-

2x3 + 4x2 
[image: image783.wmf]-

2x        
	x2
[image: image784.wmf]-

2x + 1

	            3x2 
[image: image785.wmf]-

6x+ 3
         
[image: image786.wmf]-

3x2 + 6x 
[image: image787.wmf]-

3
	2x + 3

	                          0
	


Από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε   2x3 –x2 
[image: image788.wmf]-

4x + 3 = (x2
[image: image789.wmf]-

2x + 1) (2x + 3), οπότε ο άλλος παράγοντας είναι ο  2x + 3.
[image: image1852.emf]y

x

11.
Για την πλακόστρωση του δαπέδου ενός δωματίου 

που έχει σχήμα ορθογωνίου χρησιμοποιήσαμε 45 

πλακάκια τύπου  Α,  56 πλακάκια τύπου  Β  και 

16 πλακάκια τύπου Γ. 

Αν το πλάτος του δωματίου είναι  5x + 4y,  ποιο 

είναι το μήκος του ; 

Προτεινόμενη λύση
Το εμβαδόν  Ε του  δαπέδου είναι ίσο με  το 

άθροισμα των εμβαδών των πλακιδίων που 

χρησιμοποιήσαμε. 

Επομένως   Ε = 45x2 + 56xy + 16y2
Εκτελούμε την διαίρεση  (45x2 + 56xy + 16y2) : (5x + 4y) θεωρώντας μεταβλητή το x 
	   45x2 + 56xy + 16y2

[image: image790.wmf]-

45x2 
[image: image791.wmf]-

 36xy        
	5x + 4y

	              20xy + 16y2
          
[image: image792.wmf]-

20xy  
[image: image793.wmf]-

16y2
	9x + 4y

	                          0
	


Από την ταυτότητα της διαίρεσης έχουμε   45x2 + 56xy + 16y2  = (5x + 4y)( 9x + 4y) Οπότε το μήκος του δωματίου είναι ίσο με   9x + 4y 
1.8      Ε. Κ. Π   ΚΑΙ   Μ. Κ. Δ   ΑΚΕΡΑΙΩΝ

             ΑΛΓΕΒΡΙΚΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   69 – 70

Ερωτήσεις κατανόησης 

1. 

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε ζεύγος παραστάσεων της στήλης  Α το  ΕΚΠ  τους από την στήλη Β.

	Στήλη Α 
	Στήλη Β 

	α.   x4(x + 2)2  ,   x( x + 2)3 
	1.  6x2 ( x + 2)2

	β.  x3(x + 2)  ,       x ( x + 2)3 
	2.  x3 ( x + 2)3

	γ. 6x2 (x + 2) ,     2x( x + 2)2 
	3.  6x2 ( x + 2) 

	
	4.  x4 ( x + 2)3


	α
	β
	γ

	4
	2
	1


Προτεινόμενη λύση

α→4  ,    β→2,   γ→1
Ο συμπληρωμένος πίνακας φαίνεται παραπάνω 

2. 

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα γράφοντας σε κάθε κενό το  ΕΚΠ  των παραστάσεων  Α , Β. 

	           A

B
	    4x3
	 2x(x
[image: image794.wmf]-

1) 
	   9(x
[image: image795.wmf]-

1)2

	6x2
	12x3
	6x2 (x
[image: image796.wmf]-

1)
	18x2 (x
[image: image797.wmf]-

1)2

	x2(x
[image: image798.wmf]-

1)
	4x3 (x
[image: image799.wmf]-

1)
	2x2(x
[image: image800.wmf]-

1)
	9x2 (x
[image: image801.wmf]-

1)2

	8x5 
	8x5
	8x5(x
[image: image802.wmf]-

1)
	72x5 (x
[image: image803.wmf]-

1)2


Προτεινόμενη λύση

Φαίνεται παραπάνω

3.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε ζεύγος παραστάσεων της στήλης  Α το  ΜΚΔ τους από την στήλη Β.

	Στήλη Α 
	Στήλη Β 

	α.   6x3(x + 1) 2  ,    3x( x + 1)3 
	1.  6x2 ( x + 1)2

	β.   2x2(x + 1)3  ,     3x4 ( x + 1)2 
	2.  3x ( x + 1)2

	γ.   3x2 (x + 1)  ,     6x3( x + 1)2 
	3.  3x2 ( x + 1) 

	
	4.  x2 ( x + 1)2

	α
	β
	γ

	2
	4
	3


Προτεινόμενη λύση

α→2  ,    β→4,   γ→3

Ο συμπληρωμένος πίνακας φαίνεται παραπάνω 

 4.

Να συμπληρώσετε τον παρακάτω πίνακα γράφοντας σε κάθε κενό το  ΜΚΔ  των παραστάσεων  Α , Β. 

	           A

B
	3x2
	x4(x
[image: image804.wmf]-

2)2 
	6(x
[image: image805.wmf]-

2)3

	6x(x
[image: image806.wmf]-

2)2
	3x
	x(x
[image: image807.wmf]-

2)2
	6(x
[image: image808.wmf]-

2)2

	2x3(x
[image: image809.wmf]-

2)
	x2
	x3(x
[image: image810.wmf]-

2)
	2(x
[image: image811.wmf]-

2)

	3x3 (x
[image: image812.wmf]-

2)3
	3x2
	x3 (x
[image: image813.wmf]-

2)2
	3(x
[image: image814.wmf]-

2)3


Προτεινόμενη λύση

Φαίνεται παραπάνω

Ασκήσεις 

1. 

Να βρείτε το  ΕΚΠ  και τον  ΜΚΔ  των παραστάσεων 

α)  12 x3 y2 ω2            18 x2 y ω3            24 x2 y3 ω4    

β)  15 αxy3                  10α  x2 ω2           5yω2 

γ)  2x2( x + y)2            3xy3( x + y)2       8x2y(x
[image: image815.wmf]-

y)( x + y)
Προτεινόμενη λύση 

α) 
Είναι   12 x3 y2 ω2  =  3∙22x3 y2 ω2   
            18 x2 y ω3 = 2 ∙32 x2 y ω3  
            24 x2 y3 ω4 =3∙23 x2 y3 ω4       
Άρα   ΕΚΠ  = 32∙23 x3 y3 ω4  =  9∙8 x3 y3 ω4  = 72x3 y3 ω4
          ΜΚΔ = 3∙2x2y ω2 = 6 x2y ω2
β) 
Είναι  15 αxy3= 3∙5 αxy3,        10α  x2 ω2  =2∙5 α x2 ω2 ,       5yω2
Άρα    ΕΚΠ  = 3∙2∙5 α x2 ω2 y3 = 30 α x2 ω2 y3
           ΜΚΔ = 5

γ) 
Είναι   2x2( x + y)2 ,          3xy3( x + y)2,         23x2y(x
[image: image816.wmf]-

y)( x + y)
Άρα    ΕΚΠ  = 3∙23x2y3(x
[image: image817.wmf]-

y)( x + y)2 = 24 x2y3(x
[image: image818.wmf]-

y)( x + y)2
           ΜΚΔ = x( x + y)
2.

Να βρείτε το  ΕΚΠ  και τον ΜΚΔ των παραστάσεων 

α)  6(x2
[image: image819.wmf]-

y2)           4(x
[image: image820.wmf]-

y)2                   12(x 
[image: image821.wmf]-

y)3 

β)  α2
[image: image822.wmf]-

3α + 2        α2
[image: image823.wmf]-

4                         α3
[image: image824.wmf]-

4α
γ)  α3
[image: image825.wmf]-

α2               (α2
[image: image826.wmf]-

α)( α2
[image: image827.wmf]-

1)          α3 – 2α2 + α 

Προτεινόμενη λύση 

α) 
Είναι   6(x2
[image: image828.wmf]-

y2) = 2∙3(x + y)(x
[image: image829.wmf]-

y)    
           4(x
[image: image830.wmf]-

y)2  = 22(x
[image: image831.wmf]-

y)2     
           12(x 
[image: image832.wmf]-

y)3 = 3∙22(x
[image: image833.wmf]-

y)3   

Άρα   ΕΚΠ  = 3∙22  (x + y) (x
[image: image834.wmf]-

y)3  = 12 (x +y) (x
[image: image835.wmf]-

y)3   
          ΜΚΔ = 2(x
[image: image836.wmf]-

y)
β) 
Είναι   α2
[image: image837.wmf]-

3α + 2 = (α
[image: image838.wmf]-

1)(α
[image: image839.wmf]-

2)    
           α2
[image: image840.wmf]-

4 = (α
[image: image841.wmf]-

2)(α + 2)      
           α3
[image: image842.wmf]-

4α = α(α
[image: image843.wmf]-

2)(α + 2)

Άρα   ΕΚΠ  = α(α
[image: image844.wmf]-

2)(α + 2) (α
[image: image845.wmf]-

1)

          ΜΚΔ = α
[image: image846.wmf]-

2
γ) 

Είναι   α3
[image: image847.wmf]-

α2 = α2(α
[image: image848.wmf]-

1)    ,       

           (α2
[image: image849.wmf]-

α)( α2
[image: image850.wmf]-

1) = α(α
[image: image851.wmf]-

1)(α
[image: image852.wmf]-

1)(α + 1) =  α(α
[image: image853.wmf]-

1)2(α + 1)                 
           α3 – 2α2 + α  = α2(α2
[image: image854.wmf]-

2α + 1)  =  α2 (α
[image: image855.wmf]-

1)2 
Άρα   ΕΚΠ  = α2(α +1) (α
[image: image856.wmf]-

1)2
          ΜΚΔ = α(α
[image: image857.wmf]-

1)

1.9      ΡΗΤΕΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ 

               Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   73 – 74

Ερωτήσεις κατανόησης 

1.

Να συμπληρώστε τον πίνακα αντιστοιχίζοντας σε κάθε παράσταση της στήλης  Α τις τιμές της μεταβλητής της από τη στήλη Β για τις οποίες ορίζεται. 

	Στήλη Α 
	Στήλη Β 

	α.     
[image: image858.wmf]1

x


	1.    x ≠ 1

	β.   
[image: image859.wmf]x1

x + 1

-


	2.    x ≠ 0 και  x ≠ 1

	γ.   
[image: image860.wmf]2

x

x 1

-


	3.    x ≠
[image: image861.wmf]-

 1

	δ.   
[image: image862.wmf]2(x1)

x  1

-

-


	4.    x ≠ 1 και  x ≠
[image: image863.wmf]-

1

	ε.   
[image: image864.wmf]2

3

x + 1


	5.    οποιοσδήποτε 
       αριθμός 

	
	6.    x ≠ 0 


	α
	β
	γ
	δ
	ε

	6
	3
	4
	1
	5


Προτεινόμενη λύση

α)   Πρέπει  x ≠ 0   άρα  α → 6 
β)   Πρέπει  x + 1 ≠ 0   δηλαδή   x ≠
[image: image865.wmf]-

 1   άρα  β → 3 
γ)   Πρέπει   x2
[image: image866.wmf]-

1 ≠ 0  άρα    (x + 1)( x
[image: image867.wmf]-

1) ≠ 0  ή 

                                                x + 1 ≠ 0   και  x
[image: image868.wmf]-

1 ≠ 0  

                                                x ≠
[image: image869.wmf]-

1   και   x ≠ 1       άρα γ → 4 

δ)   Πρέπει   x
[image: image870.wmf]-

1≠ 0   δηλαδή   x ≠ 1  άρα   δ → 1 
ε)   Πρέπει   x2 + 1≠ 0  πράγμα που ισχύει πάντα   άρα  ε → 5

Ο πίνακας συμπληρωμένος φαίνεται παραπάνω 
2. 

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ισότητες με  (Σ)  αν είναι σωστές και με  (Λ)  αν είναι λανθασμένες. 

α)  
[image: image871.wmf]2 

x+ 1

x

 = x + 1                     Λ                        β)  
[image: image872.wmf]x (x + 1)

x

 = x + 1                Σ
γ)  
[image: image873.wmf](x + 2)( x + 1)

4(x + 1) 

  = 
[image: image874.wmf]x + 2

4

      Σ                        δ)  
[image: image875.wmf]x + 2( x + 1) 

4(x + 1)

=



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image876.wmf]x + 2

4

        Λ
ε) 
[image: image877.wmf]22

x  y

xy

-

-

   =  x + y                Σ                      στ)   
[image: image878.wmf]2

(x  y)

xy

-

-

= x + y                Λ

Προτεινόμενη λύση

Φαίνεται παραπάνω

3.

Να συμπληρώσετε τα κενά στις παρακάτω ισότητες 

α) 
[image: image879.wmf]7x

x(

x

)

2

-

= 
[image: image880.wmf]7

x2

-

               β) 
[image: image881.wmf](

α + β)()

(

αβ)(

αβ

α β

)

 + 

-

-

 = 1          γ) 
[image: image882.wmf]x(x + 1)

x + 1

 = x
δ) 
[image: image883.wmf]x(x + 1)

x

 = x + 1               ε) 
[image: image884.wmf]2

2(

α

2(

α 

 +

+

β)

 

β)

 

 = 
[image: image885.wmf]1

α + β

       στ) 
[image: image886.wmf]2

( x

3(x 

+ 

+2)

2)

 

 

= 
[image: image887.wmf]3

( x + 2)


Προτεινόμενη λύση

Φαίνεται παραπάνω 
4.

Ένας μαθητής για να βρει τις τιμές της μεταβλητής  x  για τις οποίες ορίζεται η παράσταση  
[image: image888.wmf]x

x(x4)

-

  έγραψε 
[image: image889.wmf]x

x(x4)

-

 = 
[image: image890.wmf]1

x4

-

 και απάντησε ότι η παράσταση ορίζεται όταν  x ≠ 4.  Είναι σωστή η απάντηση του ; 

Προτεινόμενη λύση

Οχι  διότι, για να ορίζεται η παράσταση πρέπει    x(x
[image: image891.wmf]-

4) ≠ 0     άρα  

                                                                               x ≠ 0  και  x
[image: image892.wmf]-

4 ≠ 0
                                                                               x ≠ 0  και  x ≠ 4 
Ασκήσεις 

1.

Να βρείτε τις τιμές των μεταβλητών για τις οποίες ορίζονται οι παραστάσεις 

α) 
[image: image893.wmf]1

x4

-

         β) 
[image: image894.wmf]y + 3

2y5

-

            γ) 
[image: image895.wmf]2

ω2

(

ω1)

-

+

            δ) 
[image: image896.wmf]6x + 1

x(x3)

-


Προτεινόμενη λύση

α)   Πρέπει   x
[image: image897.wmf]-

4 ≠ 0   δηλαδή  x ≠ 4

β)   Πρέπει   2y
[image: image898.wmf]-

5 ≠ 0   δηλαδή   y ≠ 
[image: image899.wmf]2

5


γ)   Πρέπει   (ω + 1)2 ≠ 0   άρα   ω + 1 ≠ 0   άρα  ω ≠
[image: image900.wmf]-

1

δ)   Πρέπει   x(x
[image: image901.wmf]-

3) ≠ 0    άρα   x ≠ 0   και  x
[image: image902.wmf]-

3 ≠ 0 

                                                    x ≠ 0   και  x ≠ 3 
2.

Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις 

α) 
[image: image903.wmf]4x

6x

                     β) 
[image: image904.wmf]2

3y

12y

                γ) 
[image: image905.wmf]2

2

2x

ω

8x

ω

                δ) 
[image: image906.wmf]23

2

5

αβγ

10

αβγ


ε) 
[image: image907.wmf]x + 4

4 + x

                στ) 
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Να απλοποιήσετε τις παραστάσεις 
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6.

Ένας λαμπαδηδρόμος κατά τα τελευταία μέτρα της διαδρομής του διήνυσε την απόσταση  ΑΒ  με σταθερή ταχύτητα 5m/sec.  Φτάνοντας στο σημείο Β, ένας 

άλλος λαμπαδηδρόμος ξεκινώντας από το σημείο  Β  διήνυσε την απόσταση  ΒΓ  

με σταθερή επιτάχυνση  4 m/sec2.  Αν ο χρόνος που κινήθηκε κάθε αθλητής ήταν  

t  sec,  να αποδείξετε ότι η μέση ταχύτητα με την οποία διανύθηκε η απόσταση 
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Από την φυσική γνωρίζουμε ότι η  απόσταση  ΑΒ  είναι   ΑΒ = 5t  
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Ερωτήσεις κατανόησης 
1.
Να χαρακτηρίστε τις παρακάτω ισότητες με (Σ) αν είναι σωστές ή με (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α)  
[image: image1016.wmf]1

x

y

×

 = 
[image: image1017.wmf]x

xy

                (Λ)                          β)  
[image: image1018.wmf]1

x

y

×

  =
[image: image1019.wmf]x

y

                    (Σ)
γ)  
[image: image1020.wmf]2

3x:

x

 = 
[image: image1021.wmf]3

2

                (Λ)                           δ)  
[image: image1022.wmf]2

3x:

x

 =
[image: image1023.wmf]2

3x

2

              (Σ)
ε)  
[image: image1024.wmf]x1

y

-

(
[image: image1025.wmf]5

x1

-

 = 
[image: image1026.wmf]5

y

        (Σ)                         στ)  
[image: image1027.wmf]αx2

xx

-

×

= 
[image: image1028.wmf]2

αx2

x

-

      (Λ)
ζ)  
[image: image1029.wmf]2

2

αα + 1

α + 1α

×

 = 0    (Λ)                           η)  
[image: image1030.wmf]α

β + 2

 : 
[image: image1031.wmf]α

β + 2

 = 1      (Σ)
Προτεινόμενη λύση 

Φαίνεται παραπάνω 

2.

Να συμπληρώσετε τις ισότητες 
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Να υπολογίσετε τα γινόμενα 

α) 
[image: image1047.wmf]2

1

x

( 
[image: image1048.wmf]x

y

                     β) 
[image: image1049.wmf]9x

4y

(
[image: image1050.wmf]1

3x

                         γ) 12x2(
[image: image1051.wmf]1

9x


δ) 
[image: image1052.wmf]3

22

2

α6β

3

β4α

×

                ε) (
[image: image1053.wmf]-

5ω2) 
[image: image1054.wmf]3

10

ω

×

               στ) 
[image: image1055.wmf]3

αβ

2

β

æö

-

ç÷

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1056.wmf]2

4

α

æö

×-

ç÷

èø

 

Προτεινόμενη λύση 

α) 
[image: image1057.wmf]2

1

x

( 
[image: image1058.wmf]x

y

 = 
[image: image1059.wmf]2

x

xy

 =
[image: image1060.wmf]1

xy

                         β) 
[image: image1061.wmf]9x

4y

(
[image: image1062.wmf]1

3x

=
[image: image1063.wmf]9x

12xy

= 
[image: image1064.wmf]3

4y

  

γ) 12x2(
[image: image1065.wmf]1

9x

 = 
[image: image1066.wmf]2

12x

9x

 =
[image: image1067.wmf]4x

3

                     δ) 
[image: image1068.wmf]3

22

2

α6β

3

β4α

×

 = 
[image: image1069.wmf]3

22

12

αβ

12

αβ

=
[image: image1070.wmf]α

β

                         

ε) (
[image: image1071.wmf]-

5ω2) 
[image: image1072.wmf]3

10

ω

×

=
[image: image1073.wmf]2

15

ω

10

ω

-

=
[image: image1074.wmf]3

ω

2

-

        στ) 
[image: image1075.wmf]3

αβ

2

β

æö

-

ç÷

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1076.wmf]2

4

α

æö

×-

ç÷

èø

=
[image: image1077.wmf]2

12

αβ

2

αβ

=
[image: image1078.wmf]6

α


2.

Να κάνετε τις διαιρέσεις 
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Να υπολογίσετε τα γινόμενα 
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1.10   Β.     ΠΡΟΣΘΕΣΗ – ΑΦΑΙΡΕΣΗ 

                       ΡΗΤΩΝ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΩΝ  

                          Ασκήσεις  σχ. βιβλίου  σελίδων   80-81

Ερωτήσεις κατανόησης 

1 .

Να χαρακτηρίσετε τις παρακάτω ισότητες με (Σ) αν είναι σωστές και με (Λ) αν είναι λανθασμένες. 

α) 
[image: image1220.wmf]x

x + 1

 + 
[image: image1221.wmf]1

x + 1

= 1     (Σ)                            β) 
[image: image1222.wmf]1

x 

 + 
[image: image1223.wmf]1

y

 = 
[image: image1224.wmf]2

x + y 

      (Λ)
γ) 
[image: image1225.wmf]α + 4

α

 
[image: image1226.wmf]-


[image: image1227.wmf]4

α

 = 1          (Σ)                            δ) 
[image: image1228.wmf]α + β

αβ

-

 + 
[image: image1229.wmf]α + β

βα

-

 = 0    (Σ)
ε) 1 + 
[image: image1230.wmf]x

ω

  =
[image: image1231.wmf]1  + x

ω

         (Λ)                          στ) 
[image: image1232.wmf]α

x 

 
[image: image1233.wmf]-


[image: image1234.wmf]α + 2

x 

 =
[image: image1235.wmf]2

x 

       (Λ)
Προτεινόμενη λύση 

α)    
[image: image1236.wmf]x

x + 1

 + 
[image: image1237.wmf]1

x + 1

= 
[image: image1238.wmf]x1

x1

+

+

 = 1  άρα  (Σ) 

β)    Προφανώς   (Λ)

γ)    
[image: image1239.wmf]α + 4

α

 
[image: image1240.wmf]-


[image: image1241.wmf]4

α

 =
[image: image1242.wmf]α44

α

+-

= 
[image: image1243.wmf]α

α

= 1  άρα  (Σ)

δ)   
[image: image1244.wmf]α + β

αβ

-

 + 
[image: image1245.wmf]α + β

βα

-

=
[image: image1246.wmf]αβ

αβ

+

-

 
[image: image1247.wmf]αβ

αβ

+

-

-

= 0   άρα  (Σ) 

ε)    Προφανώς   (Λ)

στ) 
[image: image1248.wmf]α

x 

 
[image: image1249.wmf]-


[image: image1250.wmf]α + 2

x 

 = 
[image: image1251.wmf]αα2

x

--

 = 
[image: image1252.wmf]2

x

-

     άρα  (Λ)
2.

Ένας μαθητής έγραψε τις παρακάτω ισότητες και ο καθηγητής του είπε ότι σε κάποιο σημείο έκανε ένα λάθος.  Μπορείτε να εντοπίσετε το λάθος αυτό ; 

α)   
[image: image1253.wmf]α 

αβ

-

 + 
[image: image1254.wmf] 

β

βα

-

= 
[image: image1255.wmf]α 

αβ

-



EMBED Equation.DSMT4[image: image1256.wmf]-



EMBED Equation.DSMT4[image: image1257.wmf]β

αβ

-

= 
[image: image1258.wmf]αβ 

αβ

-

-

 = 1

β)   
[image: image1259.wmf]3x + 2

x + 1


[image: image1260.wmf]-


[image: image1261.wmf]2x  1

x + 1

-

 = 
[image: image1262.wmf]3x + 22x1

x + 1

--

 = 
[image: image1263.wmf]x + 1

x + 1

 = 1

Προτεινόμενη λύση 

Που έχει γίνει το λάθος φαίνεται  παρακάτω 


[image: image1264.wmf]3x + 2

x + 1


[image: image1265.wmf]-


[image: image1266.wmf]2x  1

x + 1

-

 =
[image: image1267.wmf]3x22x1

x

)

1

(

+--

+

=
[image: image1268.wmf]3x22x1

x1

+-

+

+

 = 
[image: image1269.wmf]x3

x1

+

+

 

3.

Να συμπληρώσετε τις ισότητες 

α) 
[image: image1270.wmf]x 

x + 6


[image: image1271.wmf]-


[image: image1272.wmf]x 

x + 6

= 0              β) 
[image: image1273.wmf]x 

x + 6

+ 
[image: image1274.wmf]6

x + 6

=1         γ) 
[image: image1275.wmf]x 

x + 1

 + 
[image: image1276.wmf]x 

x + 1

 = 
[image: image1277.wmf]2x 

x + 1


δ) 
[image: image1278.wmf]6

x + 2


[image: image1279.wmf]-


[image: image1280.wmf]5

x + 2

= 
[image: image1281.wmf]1

x + 2

      ε) 
[image: image1282.wmf]2x1 

x 

-

 + 
[image: image1283.wmf]1

x

 = 2         στ) 
[image: image1284.wmf]3x + 8 

x 


[image: image1285.wmf]-


[image: image1286.wmf]8

x

= 3 

Ασκήσεις 

1. 

Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α) 
[image: image1287.wmf]1

x

 + 
[image: image1288.wmf]1

y

           β) 
[image: image1289.wmf]3

x + 1

 
[image: image1290.wmf]-


[image: image1291.wmf]2

x

         γ) 
[image: image1292.wmf]2

1

y


[image: image1293.wmf]-


[image: image1294.wmf]1

y

         δ) 
[image: image1295.wmf]2

1

ω


[image: image1296.wmf]-


[image: image1297.wmf]2

2

ω1

+


Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image1298.wmf]1

x

 + 
[image: image1299.wmf]1

y

 = 
[image: image1300.wmf]y

xy

+
[image: image1301.wmf]x

xy

 = 
[image: image1302.wmf]y + x

xy

   
β) 

[image: image1303.wmf]3

x + 1

 
[image: image1304.wmf]-


[image: image1305.wmf]2

x

 =
[image: image1306.wmf]3x

x(x + 1)



EMBED Equation.DSMT4[image: image1307.wmf]-



EMBED Equation.DSMT4[image: image1308.wmf]2(x + 1)

x(x + 1)

 = 
[image: image1309.wmf]3x2(x1)

x(x1)

-+

+

 = 
[image: image1310.wmf]3x2x2

x(x1)

--

+

= 
[image: image1311.wmf]x2

x(x1)

-

+

       
γ) 

[image: image1312.wmf]2

1

y


[image: image1313.wmf]-


[image: image1314.wmf]1

y

=
[image: image1315.wmf]2

1

y


[image: image1316.wmf]-


[image: image1317.wmf]2

y

y

= 
[image: image1318.wmf]2

1y

y

-

 

δ) 

[image: image1319.wmf]2

1

ω


[image: image1320.wmf]-


[image: image1321.wmf]2

2

ω1

+

= 
[image: image1322.wmf]2

22

ω + 1

ω(ω+ 1)


[image: image1323.wmf]-


[image: image1324.wmf]2

22

2

ω

ω(ω + 1)

=
[image: image1325.wmf]22

22

ω12ω

ω(ω+ 1)

+-

= 
[image: image1326.wmf]2

22

1

ω

ω(ω1)

-

+


2.

 Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α) 
[image: image1327.wmf]2x

2x6

-

 
[image: image1328.wmf]-

 
[image: image1329.wmf]3

x3

-

               β) 
[image: image1330.wmf]2

y6

y + 2y

-

 
[image: image1331.wmf]-


[image: image1332.wmf]4

y + 2

             γ) 
[image: image1333.wmf]2

3

ω + 6

ω4

-


[image: image1334.wmf]-


[image: image1335.wmf]4

2

ω4

-

    
δ) 
[image: image1336.wmf]1

2x + 12

 + 
[image: image1337.wmf]2

x

36x

-

         ε)
[image: image1338.wmf]2

9x

xx

ω

-

 + 
[image: image1339.wmf]2

3

ω 

ωxω

-

         στ) 
[image: image1340.wmf]2

α 7

α + 4α + 3

+


[image: image1341.wmf]-


[image: image1342.wmf]3

α1

+


Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image1343.wmf]2x

2x6

-

 
[image: image1344.wmf]-

 
[image: image1345.wmf]3

x3

-

 = 
[image: image1346.wmf]2x

2(x3)

-


[image: image1347.wmf]-


[image: image1348.wmf]3

x3

-

 = 
[image: image1349.wmf]x

x3

-


[image: image1350.wmf]-


[image: image1351.wmf]3

x3

-

 = 
[image: image1352.wmf]x3

x3

-

-

 = 1

β) 

[image: image1353.wmf]2

y6

y + 2y

-

 
[image: image1354.wmf]-


[image: image1355.wmf]4

y + 2

 = 
[image: image1356.wmf]y6

y(y2)

-

+


[image: image1357.wmf]-


[image: image1358.wmf]4

y + 2

 = 

                             = 
[image: image1359.wmf]y6

y(y2)

-

+


[image: image1360.wmf]-


[image: image1361.wmf]4y

y(y + 2)

 = 
[image: image1362.wmf]y64y

y(y2)

--

+

=

                                                                 =
[image: image1363.wmf]3y6

y(y2)

--

+

  =  
[image: image1364.wmf]3(y2)

y(y2)

-+

+

 = 
[image: image1365.wmf]3

y

-

  

γ) 

[image: image1366.wmf]2

3

ω + 6

ω4

-


[image: image1367.wmf]-


[image: image1368.wmf]4

2

ω4

-

= 
[image: image1369.wmf]3(

ω2)

(

ω2)(ω2)

+

-+


[image: image1370.wmf]-


[image: image1371.wmf]4

2(

ω2)

-

 = 
[image: image1372.wmf]3

ω2

-


[image: image1373.wmf]-


[image: image1374.wmf]2

ω2

-

 = 
[image: image1375.wmf]1

ω2

-

         
δ) 

[image: image1376.wmf]1

2x + 12

 + 
[image: image1377.wmf]2

x

36x

-

 = 
[image: image1378.wmf]1

2(x6)

+

+ 
[image: image1379.wmf]x

(6x)(6x)

-+

= 

                                =
[image: image1380.wmf]6x

2(x6)(6x)

-

+-

+
[image: image1381.wmf]2x

(6x)(6x)

-+

=

                               =
[image: image1382.wmf]6x2x

2(x6)(6x)

-+

+-

 = 
[image: image1383.wmf]6x

2(x6)(6x)

+

+-

 = 
[image: image1384.wmf]1

2(6x)

-

     
ε)

[image: image1385.wmf]2

9x

xx

ω

-

 + 
[image: image1386.wmf]2

3

ω 

ωxω

-

 = 
[image: image1387.wmf]9x

x(x

ω)

-

+ 
[image: image1388.wmf]3

ω

ω(ωx)

-

 = 

                                 = 
[image: image1389.wmf]9x

x(x

ω)

-



EMBED Equation.DSMT4[image: image1390.wmf]3

ω

ω(xω)

-

-

=

                                 = 
[image: image1391.wmf]9x

ω

x

ω(xω)

-



EMBED Equation.DSMT4[image: image1392.wmf]3

ωx

x

ω(xω)

-

-

 = 

                                 = 
[image: image1393.wmf]6x

ω

x

ω(xω)

-

 = 
[image: image1394.wmf]6

x

ω

-


στ) 

[image: image1395.wmf]2

α 7

α + 4α + 3

+


[image: image1396.wmf]-


[image: image1397.wmf]3

α1

+

 = 
[image: image1398.wmf]α + 7

(

α + 1)(α + 3)


[image: image1399.wmf]-


[image: image1400.wmf]3

α1

+

 = 

                                 = 
[image: image1401.wmf]α + 7

(

α + 1)(α + 3)


[image: image1402.wmf]-


[image: image1403.wmf]3(

α3)

(

α1)(α3)

+

++

=

                                 = 
[image: image1404.wmf]α73(α3)

(

α1)(α3)

+-+

++

 = 

                                 =  
[image: image1405.wmf]α73α9

(

α1)(α3)

+--

++

 = 
[image: image1406.wmf]2

α2

(

α1)(α3)

--

++

 = 
[image: image1407.wmf]2(

α1)

(

α1)(α3)

-+

++

= 
[image: image1408.wmf]2

α3

-

+


3.

Να απλοποιήσετε τα κλάσματα 

α) 
[image: image1409.wmf]1

x

x

1

1

x

-

+

              β) 
[image: image1410.wmf]1

y2

y

1

y 

y

-+

-

            γ) 
[image: image1411.wmf]3

1

ω  1

ω

1

1 

ω

++

-

            δ) 
[image: image1412.wmf]11

αβ

βα

 

αβ

-

-


Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image1413.wmf]1

x

x

1

1

x

-

+

= 
[image: image1414.wmf]2

x1

xx

x1

xx

-

+

 = 
[image: image1415.wmf]2

x1

x

x1

x

-

+

 = 
[image: image1416.wmf]2

x(x1)

x(x1)

-

+

 =  
[image: image1417.wmf](x1)(x1)

x1

-+

+

 =  x
[image: image1418.wmf]-

1            

β) 

[image: image1419.wmf]1

y2

y

1

y 

y

-+

-

 = 
[image: image1420.wmf]2

2

y2y1

yyy

y1

yy

-+

-

 = 
[image: image1421.wmf]2

2

y2y1

y

y1

y

-+

-

  = 
[image: image1422.wmf]2

2

y(y2y1)

y(y1)

-+

-

 

                                                                  = 
[image: image1423.wmf]2

(y1)

(y1)(y1)

-

-+

 = 
[image: image1424.wmf]y1

y1

-

+

  

γ) 

[image: image1425.wmf]3

1

ω  1

ω

1

1 

ω

++

-

=
[image: image1426.wmf]2

3

33

ωω1

 +  + 

ωωω

ω1

ωω

-

 =  
[image: image1427.wmf]2

3

3

ω+ ω + 1

ω

ω1

ω

-

 =  
[image: image1428.wmf]32

3

ω(ωω1)

ω(ω1)

++

-

 = 

                                                                     = 
[image: image1429.wmf]32

2

ω(ωω1)

ω(ω1)(ωω1)

++

-++

= 
[image: image1430.wmf]2

ω

ω1

-

 

δ) 

[image: image1431.wmf]11

αβ

βα

 

αβ

-

-

= 
[image: image1432.wmf]22

βα

αβαβ

βα

αβαβ

-

-

  = 
[image: image1433.wmf]22

βα

αβ

βα

αβ

-

-

 = 
[image: image1434.wmf]22

αβ(βα)

αβ(αβ)

-

-

 = 
[image: image1435.wmf]βα

(

αβ)(αβ)

-

-+

 = 
[image: image1436.wmf]1

αβ

+

 

4.

 Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α) 
[image: image1437.wmf]x2

x

-

 + 
[image: image1438.wmf]4

x2

-


[image: image1439.wmf]-


[image: image1440.wmf]2

8

x2x

-

               β) 
[image: image1441.wmf]3

x + 2y

 
[image: image1442.wmf]-


[image: image1443.wmf]2

x2y 

-

 + 
[image: image1444.wmf]22

2x + 16y

x4y 

-

          
γ) 
[image: image1445.wmf]2

2

y6

y5y6

-

-+


[image: image1446.wmf]-


[image: image1447.wmf]2

y2

-

 + 
[image: image1448.wmf]3

y3

-

          δ) 
[image: image1449.wmf]2

x

x  y

-

 + 
[image: image1450.wmf]2

y

x + y


[image: image1451.wmf]-

 
[image: image1452.wmf]2

22

2xy

xy 

-

    
Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image1453.wmf]x2

x

-

 + 
[image: image1454.wmf]4

x2

-


[image: image1455.wmf]-


[image: image1456.wmf]2

8

x2x

-

  =  
[image: image1457.wmf]x2

x

-

 + 
[image: image1458.wmf]4

x2

-


[image: image1459.wmf]-


[image: image1460.wmf]8

x(x2)

-

 =

                                           =  
[image: image1461.wmf]2

(x2)

x(x2)

-

-

+
[image: image1462.wmf]4x

x(x2)

-

 
[image: image1463.wmf]-

 
[image: image1464.wmf]8

x(x2)

-

 =

                                           =  
[image: image1465.wmf]2

(x2)4x8

x(x2)

-+-

-

= 

                                          =  
[image: image1466.wmf]2

x4x44x8

x(x2)

-++-

-

=

                                         = 
[image: image1467.wmf]2

x4

x(x2)

-

-

 = 
[image: image1468.wmf](x2)(x2)

x(x2)

-+

-

 = 
[image: image1469.wmf]x2

x

+

   με  x ≠ 0 και x ≠ 2                  
β) 

[image: image1470.wmf]3

x + 2y

 
[image: image1471.wmf]-


[image: image1472.wmf]2

x2y 

-

 +
[image: image1473.wmf]22

2x + 16y

x4y 

-

 = 
[image: image1474.wmf]3

x + 2y

 
[image: image1475.wmf]-


[image: image1476.wmf]2

x2y 

-

 +
[image: image1477.wmf]2x16y

(x2y)(x2y)

+

-+

 = 

                        = 
[image: image1478.wmf]3(x2y)

(x2y)(x2y)

-

-+


[image: image1479.wmf]-


[image: image1480.wmf]2(x2y)

(x2y)(x2y)

+

-+

+
[image: image1481.wmf]2x16y

(x2y)(x2y)

+

-+

 =

                        = 
[image: image1482.wmf]3(x2y)2(x2y)2x16y

(x2y)(x2y)

--+++

-+

= 

                        = 
[image: image1483.wmf]3x6y2x4y2x16y

(x2y)(x2y)

---++

-+

 =

                        = 
[image: image1484.wmf]3x6y

(x2y)(x2y)

+

-+

 = 

                        =
[image: image1485.wmf]3(x2y)

(x2y)(x2y)

+

-+

 = 
[image: image1486.wmf]3

x2y

-

    με x ≠ 2y και x ≠
[image: image1487.wmf]-

2y                                         
γ) 

[image: image1488.wmf]2

2

y6

y5y6

-

-+


[image: image1489.wmf]-


[image: image1490.wmf]2

y2

-

 + 
[image: image1491.wmf]3

y3

-

 = 
[image: image1492.wmf]2

6

(y2)(y3)

y

-

--


[image: image1493.wmf]-


[image: image1494.wmf]2

y2

-

 + 
[image: image1495.wmf]3

y3

-

=

                                              = 
[image: image1496.wmf]2

y6

(y2)(y3)

-

--


[image: image1497.wmf]-


[image: image1498.wmf]2(y3)

(y2)(y3)

-

--

 + 
[image: image1499.wmf]3(y2)

(y2)(y3)

-

--

=   

                                              = 
[image: image1500.wmf]2

y62(y3)3(y2)

(y2)(y3)

---+-

--


                                              = 
[image: image1501.wmf]2

y62y63y6

(y2)(y3)

--++-

--

 = 
[image: image1502.wmf]2

yy6

(y2)(y3)

+-

--


                                              =
[image: image1503.wmf](y3)(y2)

(y2)(y3)

+-

--

= 
[image: image1504.wmf]y3

y3

+

-

     με   y ≠ 2  και  y ≠ 3  

δ) 


[image: image1505.wmf]2

x

x  y

-

 + 
[image: image1506.wmf]2

y

x + y


[image: image1507.wmf]-

 
[image: image1508.wmf]2

22

2xy

xy 

-

= 
[image: image1509.wmf]2

x

x  y

-

 + 
[image: image1510.wmf]2

y

x + y


[image: image1511.wmf]-


[image: image1512.wmf]2

2xy

(xy)(xy)

+-

  =

                                             = 
[image: image1513.wmf]2

x(xy)

(xy)(xy)

+

+-

+ 
[image: image1514.wmf]2

y(xy)

(xy)(xy)

-

+-


[image: image1515.wmf]-


[image: image1516.wmf]2

2xy

(xy)(xy)

+-

 =

                                             = 
[image: image1517.wmf]222

x(xy)y(xy)2xy

(xy)(xy)

++--

+-

 = 

                                             =
[image: image1518.wmf]32232

xxyyxy2xy

(xy)(xy)

++--

+-

 =

                                             = 
[image: image1519.wmf]3223

xxyyxy

(xy)(xy)

+--

+-

 = 

                                             = 
[image: image1520.wmf]22

x(xy)y(xy)

(xy)(xy)

+-+

+-

 = 

                                             = 
[image: image1521.wmf]22

(xy)(xy)

(xy)(y)

x

+-

+-

 

                                             = 
[image: image1522.wmf](xy)(xy)(xy)

(xy)(xy)

+-+

+-

 =  x + y    με x ≠ y και x ≠
[image: image1523.wmf]-

y                                         

5.

 Να υπολογίσετε τις παραστάσεις 

α) 
[image: image1524.wmf]x  + 3x

2x + 12x1

æö

-

ç÷

-

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1525.wmf]1

1 + 

4x3

æö

ç÷

-

èø

        β) 
[image: image1526.wmf]22

x + 3x3

x  1(x1)

éù

-

+

êú

--

ëû

:
[image: image1527.wmf]2

2

x3

(x1)

-

-


γ) 
[image: image1528.wmf]22

2

αβ

1

α + β

æö

-

ç÷

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1529.wmf]αα + β

 + 

βα  β

æö

ç÷

-

èø

           δ) 
[image: image1530.wmf]αβ

 + 1

βα

æö

-

ç÷

èø

:
[image: image1531.wmf]22

αβ

 + 

βα

æö

ç÷

èø

 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

[image: image1532.wmf]x  + 3x

2x + 12x1

æö

-

ç÷

-

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1533.wmf]1

1 + 

4x3

æö

ç÷

-

èø

 = 

                = 
[image: image1534.wmf](x3)(2x1)x(2x1)

(2x1)(2x1)(2x1)(2x1)

æö

+-+

-

ç÷

+-+-

èø

 
[image: image1535.wmf]4x31

4x34x3

-

æö

+

ç÷

--

èø

 =

                =  
[image: image1536.wmf](x3)(2x1)x(2x1)

(2x1)(2x1)

+--+

+-

∙ 
[image: image1537.wmf]4x31

4x3

-+

-

 = 

                = 
[image: image1538.wmf]22

2xx6x32xx

(2x1)(2x1)

-+---

+-

∙
[image: image1539.wmf]4x2

4x3

-

-

 =

                = 
[image: image1540.wmf]4x3

(2x1)(2x1)

-

+-

∙
[image: image1541.wmf]2(2x1)

4x3

-

-

 =  
[image: image1542.wmf]2

2x1

+

  με  x ≠ 
[image: image1543.wmf]2

1

  και  x ≠
[image: image1544.wmf]2

1

-

 και  x ≠ 
[image: image1545.wmf]4

3

 
β) 

[image: image1546.wmf]22

x + 3x3

x  1(x1)

éù

-

+

êú

--

ëû

:
[image: image1547.wmf]2

2

x3

(x1)

-

-

 = 
[image: image1548.wmf]2

x3x3

(x1)(x1)(x1)

éù

+-

+

êú

+--

ëû

∙
[image: image1549.wmf]2

2

(x1)

x3

-

-

 =

                                                = 
[image: image1550.wmf]22

(x3)(x1)(x3)(x1)

(x1)(x1)(x1)(x1)

éù

+--+

+

êú

+-+-

ëû

∙
[image: image1551.wmf]2

2

(x1)

x3

-

-

 =    
                                                = 
[image: image1552.wmf]2

(x3)(x1)(x3)(x1)

(x1)(x1)

éù

+-+-+

êú

+-

ëû

∙
[image: image1553.wmf]2

2

(x1)

x3

-

-

 =

                                                = 
[image: image1554.wmf]22

2

xx3x3xx3x3

(x1)(x1)

-+-++--

+-

∙
[image: image1555.wmf]2

2

(x1)

x3

-

-

 =

                                                = 
[image: image1556.wmf]2

2

2x6

(x1)(x1)

-

+-

∙
[image: image1557.wmf]2

2

(x1)

x3

-

-

 = 

                                                = 
[image: image1558.wmf]22

22

2(x3)(x1)

(x1)(x1)(x3)

--

+--

 =

                                                = 
[image: image1559.wmf]2

x1

+

   με  x ≠ 1 και x ≠ 
[image: image1560.wmf]-

1 και x ≠
[image: image1561.wmf]3

  και x ≠
[image: image1562.wmf]3

-

 
γ) 

[image: image1563.wmf]22

2

αβ

1

α + β

æö

-

ç÷

èø



EMBED Equation.DSMT4[image: image1564.wmf]αα + β

 + 

βα  β

æö

ç÷

-

èø

 = 
[image: image1565.wmf]22

22

αβ2αβ

αβ

+-

+


[image: image1566.wmf]α(αβ)β(αβ)

β(αβ)β(αβ)

éù

-+

+

êú

--

ëû

=

                                                = 
[image: image1567.wmf]22

22

αβ2αβ

αβ

+-

+

∙
[image: image1568.wmf]22

ααβαββ

β(αβ)

-++

-

=

                                               = 
[image: image1569.wmf]222

22

(

αβ)(αβ)

(

αβ)β(αβ)

-+

+-

 =
[image: image1570.wmf]αβ

β

-

     με  β ≠ 0 και α ≠ β

δ) 

[image: image1571.wmf]αβ

 + 1

βα

æö

-

ç÷

èø

:
[image: image1572.wmf]22

αβ

 + 

βα

æö

ç÷

èø

 = 
[image: image1573.wmf]22

αβαβ

αβ

+-

: 
[image: image1574.wmf]33

αβ

αβ

+

 = 

                                          = 
[image: image1575.wmf]22

αβαβ

αβ

+-

∙ 
[image: image1576.wmf]33

αβ

αβ

+

 =

                                          = 
[image: image1577.wmf]22

22

(

αβαβ)αβ

αβ(αβ)(ααββ)

+-

+-+

 = 

                                          = 
[image: image1578.wmf]1

αβ

+

    με  α ≠0  και  β ≠ 0  και  α ≠
[image: image1579.wmf]-

β

6.

α)  Να αποδείξετε ότι   
[image: image1580.wmf]33

xy

xy

-

-

 + xy = ( x + y)2 

β)  Να υπολογίσετε την παράσταση   
[image: image1581.wmf]33

5644

12

-

 + 56( 44

Προτεινόμενη λύση 

α) 


[image: image1582.wmf]33

xy

xy

-

-

 + xy  = 
[image: image1583.wmf]22

(xy)(xxyy)

xy

-++

-

 + xy  = x2 + xy + y2 + xy =

                                                                       = x2 + 2 xy + y2  =  

                                                                                                          = (x + y)2
β) 
Η ζητούμενη παράσταση προκύπτει από το πρώτο μέλος του  (α) για  x = 56 
και  y = 44.

Επομένως     
[image: image1584.wmf]33

5644

12

-

 + 56( 44 = ( 56 + 44) 2 = 1002 = 10000

7.

α)   Αν   Α = 
[image: image1585.wmf]2

2x

x+ 1 

  και   Β = 
[image: image1586.wmf]2

2

x1

x+ 1 

-

 ,  να αποδείξετε ότι  Α2 + Β2 = 1 

β)   Να αποδείξετε ότι οι αριθμοί    1 ,   
[image: image1587.wmf]200

10001

  ,   
[image: image1588.wmf]9999

10001

   αποτελούν μήκη 

πλευρών ορθογωνίου τριγώνου.  

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Α2 + Β2  = 
[image: image1589.wmf]2

2

2x

x1

æö

ç÷

+

èø

+ 
[image: image1590.wmf]2

2

2

x1

x1

æö

-

ç÷

+

èø

= 
[image: image1591.wmf]2

22

4x

(x1)

+

 +
[image: image1592.wmf]42

22

x2x1

(x1)

-+

+

= 

                                                     = 
[image: image1593.wmf]242

22

4xx2x1

(x1)

+-+

+

 = 

                                                     = 
[image: image1594.wmf]42

22

x2x1

(x1)

++

+

 = 
[image: image1595.wmf]22

22

(x1)

1

(x1)

+

=

+


β) 

Αν  x = 100  τότε  
[image: image1596.wmf]200

10001

= 
[image: image1597.wmf]2

2x

x+ 1 

   και   
[image: image1598.wmf]9999

10001

= 
[image: image1599.wmf]2

2

x1

x+ 1 

-


 Επομένως , σύμφωνα με το (α),  έχουμε   
[image: image1600.wmf]2

10001

200

÷

ø

ö

ç

è

æ

+ 
[image: image1601.wmf]2

10001

9999

÷

ø

ö

ç

è

æ

= 12  

Άρα η τριάδα   1 ,  
[image: image1602.wmf]200

10001

  , 
[image: image1603.wmf]9999

10001

   αποτελεί τριάδα  πλευρών ορθογωνίου 

τριγώνου με υποτείνουσα το 1. 
ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 1ΟΥ ΚΕΦΑΛΑΙΟΥ

Σχ.  βιβλίου  σελίδων   81 – 82

1.

Να βρείτε την τιμή της παράστασης 

Κ = α3
[image: image1604.wmf]-

 (1 + α
[image: image1605.wmf]2

)

-

 + 4
[image: image1606.wmf]1

β1

α2

-

æö

+

ç÷

èø

 + 
[image: image1607.wmf]0

2004

β

2004

α

éù

æö

-

êú

ç÷

èø

êú

ëû

 αν είναι  α = 
[image: image1608.wmf]3

2

-

  και  β = 3

Προτεινόμενη λύση 

 Κ = 
[image: image1609.wmf]1

32

3331

 1 4 1

2232

2

-

-

æö

ç÷

æöæö

---+++

ç÷ç÷

ç÷

èøèø

ç÷

-

èø

 = 
[image: image1610.wmf]21

2711

4 21

822

--

æöæö

---+-++

ç÷ç÷

èøèø

=

                                                                          = 
[image: image1611.wmf]8

27

-


[image: image1612.wmf]-

(
[image: image1613.wmf]-

2)2 + 4 
[image: image1614.wmf]1

2

3

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

 + 1 =

                                                                          = 
[image: image1615.wmf]8

27

-


[image: image1616.wmf]-

4 + 4 
[image: image1617.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

3

2

 + 1 =

                                                                          = 
[image: image1618.wmf]8

27

-


[image: image1619.wmf]-

4 
[image: image1620.wmf]-


[image: image1621.wmf]3

8

 + 1  = 
[image: image1622.wmf]-


[image: image1623.wmf]24

217


2.

Για κάθε θετικό ακέραιο ν , να αποδείξετε ότι 

α)  (α
[image: image1624.wmf]-

β + 3γ) 2ν + 1 + ( β
[image: image1625.wmf]-

α
[image: image1626.wmf]-

3γ)2ν+1 = 0   

β)  (x
[image: image1627.wmf]-

y 
[image: image1628.wmf]-

 ω) 2ν  
[image: image1629.wmf]-

 ( y + ω
[image: image1630.wmf]-

x)2ν = 0   

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Επειδή  ν  θετικός ακέραιος, ο εκθέτης  2ν + 1  είναι περιττός.

Οι βάσεις των δυνάμεων είναι αντίθετες, οπότε υψωμένες σε περιττή δύναμη δίνουν αντίθετες παραστάσεις, άρα το άθροισμά τους είναι  0.

β) 

Επειδή  ν  θετικός ακέραιος, ο εκθέτης  2ν  είναι άρτιος.

Οι βάσεις των δυνάμεων είναι αντίθετες, οπότε υψωμένες σε άρτια δύναμη δίνουν ίσες ες παραστάσεις, άρα η διαφορά τους είναι  0.

3.

Αν είναι    
[image: image1631.wmf]x

y

 = 
[image: image1632.wmf]1

2

-

 ,  να βρείτε την αριθμητική τιμή των παραστάσεων 

Α = 
[image: image1633.wmf]22

22

4x6xy + y

x+ y 

-

                          Β = 
[image: image1634.wmf]323

23

2x2xy + 3y

xy + y 

-


Προτεινόμενη λύση 

Αφού  
[image: image1635.wmf]x

y

 =
[image: image1636.wmf]1

2

-

  θα είναι  y = 
[image: image1637.wmf]-

2x 
Α = 
[image: image1638.wmf]22

22

4x6x(2x)(2x)

x(2x)

--+-

+-

 =  
[image: image1639.wmf]222

22

4x + 12x+ 4x

x + 4x

 = 
[image: image1640.wmf]2

2

20x

5x

 =  4


Β  = 
[image: image1641.wmf]323

23

2x2x(2x)3(2x)

x(2x)(2x)

--+-

-+-

 = 
[image: image1642.wmf]323
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2x2x(4x)3(8x)
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-+-

--

 =

                                                    = 
[image: image1643.wmf]333

3
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 = 
[image: image1644.wmf]3

3
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-
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 = 3
4.

Δίνεται το πολυώνυμο   P(x) = 
[image: image1645.wmf]-

2x2 + 2x + 800

α)   Να αποδείξετε ότι  Ρ(1
[image: image1646.wmf]-

x) = Ρ(x) 

β)   Να βρείτε την αριθμητική τιμή   Ρ(100)  και   Ρ(
[image: image1647.wmf]-

99) 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Ρ(1
[image: image1648.wmf]-

x)  = 
[image: image1649.wmf]-

2(1
[image: image1650.wmf]-

x)2 + 2(1
[image: image1651.wmf]-

x) + 800  = 
[image: image1652.wmf]-

2( 1
[image: image1653.wmf]-

2x + x2) + 2
[image: image1654.wmf]-

2x + 800 =

                                                              = 
[image: image1655.wmf]-

2 + 4x 
[image: image1656.wmf]-

 2x2 + 2
[image: image1657.wmf]-

2x + 800 =
                                                              = 
[image: image1658.wmf]-

2x2 + 2x + 800  =  P(x)

β) 

Ρ(100)  = 
[image: image1659.wmf]-

2 (100)2 + 2∙100 + 800  = 
[image: image1660.wmf]-

20000 + 200 + 800  = 
[image: image1661.wmf]-

19000
Ρ(
[image: image1662.wmf]-

99) = Ρ(1 – 100) 
[image: image1663.wmf]()

a

=

 Ρ(100)  = 
[image: image1664.wmf]-

19000 
5.

α)   Να αποδείξετε ότι α3 + β3 + γ3 
[image: image1665.wmf]-

3αβγ = (α + β + γ)( α2 + β2 + γ2 – αβ
[image: image1666.wmf]-

αγ
[image: image1667.wmf]-

βγ)

                                                                                                  ( Ταυτότητα Euler)

β)   αν α + β + γ = 0  να αποδείξετε ότι  α3 + β3 + γ3 = 3αβγ

γ)   Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση (x
[image: image1668.wmf]-

y)3 + ( y
[image: image1669.wmf]-

ω)3 + ( ω
[image: image1670.wmf]-

x)3 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

(α + β + γ)( α2 + β2 + γ2 – αβ
[image: image1671.wmf]-

αγ
[image: image1672.wmf]-

βγ) =  α3 + αβ2 + αγ2 
[image: image1673.wmf]-

α2β
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α2γ
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αβγ +

                                                                   + βα2 + β3 +βγ2
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αβ2
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αβγ
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β2γ +

                                                                   + γα2 +γβ2 + γ3 – αβγ
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αγ2
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βγ2  =

                                                              =  α3 + β3 + γ3 
[image: image1681.wmf]-

3αβγ

β) 

Αν  α + β + γ = 0,  από το (α) θα είναι   α3 + β3 + γ3 
[image: image1682.wmf]-

3αβγ = 0  άρα

                                                               α3 + β3 + γ3 = 3αβγ

γ) 
Επειδή   (x
[image: image1683.wmf]-

y) + ( y
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ω) + ( ω
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x) = x
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y +  y
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ω + ω
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x = 0, 

σύμφωνα με το  (β)  θα είναι   (x
[image: image1689.wmf]-

y)3 + ( y
[image: image1690.wmf]-

ω)3 + ( ω
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x)3 = 3(x
[image: image1692.wmf]-

y)( y
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ω)( ω
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6.

Αν  α + β = 
[image: image1695.wmf]1

3

-

  και  αβ = 
[image: image1696.wmf]7

3

-

  τότε να αποδείξετε ότι 

α)   α2 + β2 = 
[image: image1697.wmf]43

9

           β)  (3α + 1) 2 + ( 3β + 1)2 + 9( α + β) = 40 

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Από γνωστή εφαρμογή  (2) της σελίδας  45  είναι  α2 + β2 = ( α + β)2
[image: image1698.wmf]-

2αβ 

Άρα     α2 + β2  = 
[image: image1699.wmf]2
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β)

 (3α + 1)2 + ( 3β + 1)2 + 9( α + β) =  9α2 + 6α + 1 + 9β2 + 6β + 1 + 9α + 9β =

                                                      =  9(α2 + β2) + 15(α + β) + 2 = 
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[image: image1708.wmf]-

5 + 2  =  40

7.

Αν για τους αριθμούς  x , y  ισχύει μία από τις παρακάτω ισότητες, να αποδείξετε ότι οι αριθμοί  x , y  είναι ίσοι ή αντίθετοι. 

α) x4
[image: image1709.wmf]-

2y2 = x2(y2
[image: image1710.wmf]-

2)        β) x3 + y3 = x2y + y2x 
Προτεινόμενη λύση 

α) 

x4
[image: image1711.wmf]-

2y2 = x2(y2
[image: image1712.wmf]-

2)    άρα   x4
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2y2  =  x2y2
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2x2   

                                            x4
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2y2 
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 x2y2 + 2x2  = 0

                                            x2(x2 + 2) 
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y2(x2 + 2) = 0

                                            (x2 + 2)(x2
[image: image1718.wmf]-

y2) = 0

                                            (x2 + 2)(x
[image: image1719.wmf]-

y) (x + y) = 0  

                                            x2 + 2 = 0   ή   x
[image: image1720.wmf]-

y = 0   ή   x + y = 0

                                            πράγμα αδύνατο  ή   x = y   ή   x = 
[image: image1721.wmf]-

y
                                                                         ίσοι  ή  αντίθετοι

β)
x3 + y3 = x2y + y2x    άρα     x3 + y3 
[image: image1722.wmf]-

x2y 
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 y2x  = 0
                                             x2(x
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y) – y2(x
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y) = 0

                                             (x
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y)(x2
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y2) = 0
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y)2( x + y) = 0 

                                             x
[image: image1730.wmf]-

y = 0   ή   x + y = 0
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y
                                             ίσοι  ή  αντίθετοι

8.

α)   Να παραγοντοποιήσετε τα τριώνυμα   x2 + 4x + 3 ,     x2 + 2x 
[image: image1732.wmf]-

3

β)   Να υπολογίσετε την παράσταση Α = 
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1

x+ 4x + 3 

 +
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Προτεινόμενη λύση 

α) 

x2 + 4x + 3 = (x +1)(x + 3)   ,              x2 + 2x 
[image: image1736.wmf]-

3 = (x + 3)(x
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1)

β)  

Α  = 
[image: image1738.wmf]2
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9.

Δίνονται οι παραστάσεις  Α = x(x + 3)  και  Β = ( x + 1)( x + 2) 

α)   Να αποδείξετε ότι  Β = Α + 2  και  ΑΒ + 1 = (Α + 1)2 

β)   Να παραγοντοποιήσετε την παράσταση  x( x + 1)(x + 2)( x +3) + 1

Προτεινόμενη λύση 

α) 

Β = (x + 1)( x + 2)  =  x2 + 2x + x + 2 = x2 + 3x + 2 = 
                                =  x(x + 3) + 2 = 

                                =  A + 2          (1) 
ΑΒ + 1 
[image: image1751.wmf])

1

(

=

 A (A + 2) + 1 =  A2 + 2A + 1 =  (A + 1)2     (2) 

β) 
x( x + 1)(x + 2)( x +3) + 1 = ΑΒ + 1 
[image: image1752.wmf])

2

(

=

 (A + 1)2  = 

                                                            =  [x(x + 3) +1]2 =

                                                            =  (x2 + 3x +1)2
10.

α)   Το εμβαδόν ενός κύκλου είναι  16πx4 + 8πx2 + π.  Να βρείτε την ακτίνα του. 

β)   Να βρείτε την ακτίνα ενός κύκλου που έχει εμβαδόν ίσο με το άθροισμα των

       εμβαδών δύο κύκλων με ακτίνες  4x  και  4x2
[image: image1753.wmf]-

1
Προτεινόμενη λύση 

α) 

Το εμβαδόν κύκλου ακτίνας ρ  δίνεται από τον τύπο  Ε = πρ2
Η υπόθεση γράφεται  16πx4 + 8πx2 + π  = π(16x4 + 8x2 + 1) = π(4x2 + 1)2
Επομένως η ακτίνα του κύκλου είναι  ρ = 4x2 + 1 

β) 

Το άθροισμα των εμβαδών των δύο κύκλων είναι ίσο με 

π(4x)2 + π(4x2
[image: image1754.wmf]-

1)2 = 16πx2 + 16πx4 
[image: image1755.wmf]-

8πx2 + π = 16πx4 + 8πx2 + π
Και με βάση το  (α)  η ζητούμενη ακτίνα είναι   ρ = 4x2 + 1  
11.

α)   Αν ο αριθμός  κ  είναι ακέραιος,  να δείξτε ότι ο αριθμός  κ2 + κ είναι άρτιος. 

β)   Να αποδείξετε ότι η διαφορά των κύβων δύο διαδοχικών ακεραίων αν διαιρεθεί

      με το  6  δίνει υπόλοιπο 1. 

γ)   Να αποδείξετε ότι η διαφορά τετραγώνων δύο περιττών ακεραίων είναι 

      πολλαπλάσιο του  8.

Προτεινόμενη λύση 

α) 

κ2 + κ = κ(κ +1) = γινόμενο δύο διαδοχικών ακεραίων. Οπότε ο ένας από αυτούς είναι άρτιος,  άρα ο  κ2 + κ  είναι άρτιος 

β) 

Έστω  κ , κ + 1  δύο διαδοχικοί ακέραιοι. 

Τότε    (κ +1)3 
[image: image1756.wmf]-

κ3 =  (κ +1
[image: image1757.wmf]-

κ)[κ2 + κ(κ + 1) + (κ + 1)2] =

                               = 3κ2 + 3κ +1 = 

                               = 3(κ2 + κ) +1  
[image: image1758.wmf]()

a

=

 3∙2ν + 1 =  6ν + 1

Άρα το υπόλοιπο της διαίρεσης του   (κ +1)3
[image: image1759.wmf]-

 κ3    με το  6  είναι 1  και το πηλίκο 

ν  (θέσαμε  κ2 + κ = 2ν = άρτιος)
γ) 

Έστω  μ = 2ρ+1   και   η = 2λ + 1   δύο περιττοί ακέραιοι 

Τότε    μ2
[image: image1760.wmf]-

 η2 = (2ρ + 1)2
[image: image1761.wmf]-

 (2λ+1)2 =  4ρ2 + 4ρ + 1 
[image: image1762.wmf]-

4λ2
[image: image1763.wmf]-

4λ
[image: image1764.wmf]-

1 =  

                                                          =  4(ρ2 + ρ) 
[image: image1765.wmf]-

 4(λ2+λ) 
[image: image1766.wmf]()

a

=


                                                          =  4∙2σ 
[image: image1767.wmf]-

4∙2π  =  8(σ
[image: image1768.wmf]-

π) = πολλαπλάσιο του 8
12.

α)   Να κάνετε τη διαίρεση  (x6
[image: image1769.wmf]-

1) : ( x
[image: image1770.wmf]-

1)  και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα 

      της  Ευκλείδειας διαίρεσης να αποδείξετε ότι ο αριθμός  76
[image: image1771.wmf]-

1  είναι πολλαπλάσιο

      του 6. 

β)   Να κάνετε την διαίρεση  (x5 + 1) : ( x + 1) και χρησιμοποιώντας την ταυτότητα

       της Ευκλείδειας διαίρεσης να αποδείξετε ότι ο αριθμός  215 + 1  είναι

       πολλαπλάσιο του 9

Προτεινόμενη λύση 

α) 

	x6                                                           
[image: image1772.wmf]-

1

[image: image1773.wmf]-

x6 + x5
	x
[image: image1774.wmf]-

1

	        x5                                
[image: image1775.wmf]-

1

       
[image: image1776.wmf]-

x5 + x4
	x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1

	                x4                        
[image: image1777.wmf]-

1

              
[image: image1778.wmf]-

x4+ x3
	

	                      x3                           
[image: image1779.wmf]-

1

                    
[image: image1780.wmf]-

x3 + x2
	

	                              x2          
[image: image1781.wmf]-

1

                            
[image: image1782.wmf]-

x2 + x
	

	                                     x    
[image: image1783.wmf]-

1

                                   
[image: image1784.wmf]-

x  +  1
	

	                                          0
	


Η ταυτότητα της διαίρεσης δίνει   x6
[image: image1785.wmf]-

1 = (x
[image: image1786.wmf]-

1)( x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1)  

Για  x = 7,  έχουμε     76
[image: image1787.wmf]-

1 =  (7
[image: image1788.wmf]-

1)( 75 + 74 + 73 + 72 + 7 + 1) 

                                   76
[image: image1789.wmf]-

1 =  6 ( 75 + 74 + 73 + 72 + 7 + 1) 

Και αν θέσουμε 75 + 74 + 73 + 72 + 7 + 1 = κ  ακέραιο, έχουμε   

76
[image: image1790.wmf]-

1 = 6κ  = πολλαπλάσιο του 6
β) 

	   x5                                                +1

[image: image1791.wmf]-

x5 
[image: image1792.wmf]-

 x4
	x + 1

	        
[image: image1793.wmf]-

x4                       +1

          x4 + x3
	x4 
[image: image1794.wmf]-

 x3 + x2 
[image: image1795.wmf]-

x + 1
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[image: image1796.wmf]-

x3
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 x2
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                       x2 + x
	

	                               x     +1

                             
[image: image1799.wmf]-

x 
[image: image1800.wmf]-

 1
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Η ταυτότητα της διαίρεσης δίνει   x5 + 1 = (x + 1)( x4 
[image: image1801.wmf]-

 x3 + x2 
[image: image1802.wmf]-

x + 1)  

Για   x = 23   έχουμε    215 + 1 = (23 + 1)( 212 
[image: image1803.wmf]-

 29 + 26 
[image: image1804.wmf]-

23 + 1) =

                                                =  9(212 
[image: image1805.wmf]-

 29 + 26 
[image: image1806.wmf]-

23 + 1) = 

                                                = 9μ   όπου   μ = 212
[image: image1807.wmf]-

29 + 26 
[image: image1808.wmf]-

23 + 1  ακέραιος
Τελικά έχουμε ότι   215 + 1 = 9μ = πολλαπλάσιο του 9 

13.

α)   Να αποδείξετε ότι  
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β)   Στην προηγούμενη ισότητα να αντικαταστήσετε το  x  διαδοχικά με τις τιμές 

       2 , 3,   4 ,…2008  και να αποδείξετε ότι 
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Προτεινόμενη λύση 

α) 
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    (1)
β) 

Για   x = 2   η  (1)  δίνει     
[image: image1827.wmf]1
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Προσθέτοντας κατά μέλη τις παραπάνω ισότητες και παρατηρώντας ότι ο δεύτερος προσθετέος του  2ου μέλους κάθε σειράς  διαγράφεται με τον πρώτο προσθετέο του 2ου μέλους της επόμενης σειράς,  βρίσκουμε ότι :
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